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La théorie des fonctions de croyance

Espace de discernement : ©={0,, 6,, ..., 6.} ou 6, est une classe

» L’expert peut s’exprimer sur 2° ={@, {0}, {0,}, ..., {6}, {04, 05}, ..., O},
© represente I'ignorance et @ I'ouverture au monde hors ©

« Extension de la DSmT : I'expert peut s’exprimer sur D° : ensemble
fermé par les opérateurs d’union et d’intersection (pas complémentaire)

* Les experts s’expriment a partir des fonctions de masse définies sur
2° a valeurs dans [0,1] pour une source S;:

Aec2©
m;(A) caractérise un degre de croyance en A
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La théorie des fonctions de croyance

Fonctions de masse : en pratique

*Fonctions a support simple : Toute la masse de la source S; porte sur un
sous-ensemble non vide A de 2° et sur I'ensemble de discernement ©
(connaissance incertaine et imprecise)
m;(A)= 1-w
m,(©)=w, we[0,1]
m,(B)=0 pour tout B=A, B ©
notée A"

Siw=1, alors m,(©)=1 ceci repreésente l'ignorance totale

Toute fonction de masse non dogmatique (m;(©)>0) et si les A;sont distincts

admet une décomposition canonique en fonctions a support simple
- Modele probabiliste d’A. Appriou
- Modele distance de T. Denceux
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La théorie des fonctions de croyance : la combinaison

Combinaison conjonctive

-La combinaison de 2 experts est donnée par :

Mconi(A) = Y mi(B1)ma(B2)
BiNB>=A
- Exemple ) 01 02 03 ©
m1 0 0.5 | 0.1 0 0.4
mo 0 0.2 0 0.5]| 0.3
MConj | 0.320.3310.03]0.2|0.12

- Probleme d’interprétation de la masse non nulle sur I’ensemble vide
» en monde ouvert : représente une solution non prévue

» en monde fermé : pas acceptable

Définitions et gestion du conflit pour la combinaison et décision dans la théorie des fonctions de croyance 09/10/2008 5



La théorie des fonctions de croyance : la combinaison

Combinaison conjonctive normalisee

)3 ﬁmj(Bj)

B,NB,N..NBy=A j=1 i
m(A) = 1_Jk SiA =0

et m(&)=0

avec K= Z ﬁmj(Bj)<1

k est appelé une mesure de conflit entre les sources (dépend de la
modélisation), ou plutdt inconsistance de la fusion
k : conflit global
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La théorie des fonctions de croyance : la decision

Autres fonctions de croyance :
 Lacrédibilité bel regroupe les masses inclues
« La plausibilité pl regroupe les masses intersectees
Décisions sur 0 et pas sur 2°
- Pessimiste: Maxbel(A)
A€©

. imiste:  Maxpl(A
Optimiste : Ae@p( )

, ... maxbetP(A
Compromis : Acd ( )

ou la probabilité pignisitic (Smets90) est donnée pour X € 29, avec X #

X NY| m(Y)
Y| 1-m(0)

betP(X) = >
Y e29 YA
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Le conflit

Définition
Le conflit entre plusieurs sources peut étre défini comme la contradiction
entre leur fonction de masse.

Origines du conflit
» Les sources ne sont pas fiables. L'information est erronée et peut

conduire aune ambiguite
» Le cadre de discernement est non exhaustif : Hypothése d’un

monde fermé fausse
» Les sources observent des phénomenes différents. Dans ce cas il

ne faut pas les combiner
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Non-specificite, doute et conflit

Klir (1994) : 2 types d’incertitude

- non-specificité

- doute

Mesures a partir de mesures entropiques de Shanon définies pour une
seule fonction de masse :

— > m(X)log(m(X))

Xe2©

Ce n’est pas du conflit
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Conflit global, conflit partiel

Conflit global : k = mg,,(2)

0 A B C ©
ma O |05 | 01| 0| 0.4
mo 0O 02| 0 |05] 0.3
MConj | 0-32 ] 0.33]0.03]0.20.12

MCon; () = 7731(14)"712(61) + Tl(B)mz(él) + ’ri’bl(B)mz(Cj)

e e '

Conflit partiel Conflit partiel Conflit partiel

Conflit partiel dans 22 pas nécessairement dans D®
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Auto-conflit

Les regles conjonctives @ ne sont pas idempotentes

0 A B C ©
mi 0 0.7 0.2 0.1 | O
Mo 0 0.7 0.2 0.1 | O
m1o hormalisée O 0.91 | 0.07 | 0.02 | O
m1o Non normalisée | 0.46 | 0.49 | 0.04 | 0.01 | O

Le conflit global de deux sources identiques est non nul !

mn
Auto-conflit d’ordre n (Martin et Osswald, 2006) : an(j) = k@1 m ()

T () < ang1G)

plus le nombre d'experts est important plus le conflit peut étre proche de 1
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Auto-conflit

k, le conflit global, n’est pas une mesure de
conflit entre les fonctions de masse

Il faut relativiser le conflit global par
rapport a I'auto-conflit

g I I I I I I \ I I |
] 2 4 B B 10 12 14 I3 [ 2

order n

Moyenne de 'auto-conflit pour des fonctions de
masse générée aléatoirement
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Mesure de conflit fondée sur une distance

Principe : Le conflit d’'un expert s’exprime par rapport aux autres experts
s’exprimant sur la méme observation
D’ou l'utilisation d’une distance

Distance sur les fonctions de masse

d(mi,mo) = \/%(ml —my)'D(m; — my),

(1,ifA=B =19,

D(A,B) = 4 |AﬂB|

PN vA B e 29,
. |JAU B
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Mesure de conflit fondée sur une distance

Conflit entre 2 experts :

Conf(1,2) = d(my,m2)

Conflit entre un expert j et les M-1 autres :

| 1 M .
Conf(j,€) = 1 Y. Conf(j,e)
T e=le#j
ou encore : Conf(j,€) = d(mj,myy)

ou m,, est une fonction de masse issue de la combinaison des M-1 autres
experts que j
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Conflit et fiabilité

Conflit issu de sources non-fiables : estimation de la fiabilité
Hypothese : une source est non-fiable si elle est en conflit avec les autres sources

Estimation de la fiabilité : comme une fonction décroissante du conflit

aj = f(Conf(j,€))

—a = (1-Conf(i, My%) 2

1 -

e = (1-Conf(i,M)"%)2

. 1/
aj = (1 Conf(j,€)") o
Intégration du conflit-fiabilité par affaiblissement .
m&(X) = aym(X), VX € 2°9 < {©}
m&(©) =1 — a;(1 — m;(O)). .

Conflict
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Décision sur des

Informations conflictuelles

Motivations

Roche OU Sable
= " > 1 Roche ET Sable
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Décision sur des

informations conflictuelles

Chercher a décider sur 22 nécessite de pondérer les fonctions de décision

habituelles f, (plausibilite, crédibilité, pignistique, ...)

Appriou 2005 A = argmax y oo (Mmg(X) fe(X)) 1
re2 mg(X) = KgAx X

Sur D®
A = argmaz - pe (mg(X) f1(X)) T T T T T aunm

1 _ (B N8y (8 Nds) (B N A)
Car (X" 1 0 % l

mg(X) = Kghx (

By N B, Ny

DSm cardinality

Décider sur un sous-ensemble de D®

A= argmazycp pe po (ma(X) fo(X))

tel que la spécificité elemerts of 0
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1. Théorie des fonctions de croyance

2. Conflit : Modélisation et décision

3. La gestion du conflit lors de la
combinaison
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Exemple de Zadeh

0 A | B cC | ©
m1q O 0.9 O 0.1 | O
mo O O 09 0.1 | O
m1o> normalisée O O O 1 O
m1> Non normalisée | 0.99 | O O | 0.01|O0

Toute la masse est sur C seul élément ou les 2 sources sont d’accord

Problemes :
» Conjonctive normalisée : La normalisation masque le conflit

Intéressant si monde fermé sans conflit
« Conjonctive non-normalisée : interprétation de k et de @
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Supprimer le conflit global

VX ¢ 2©

mpis(X) = > mi(A)ma(B).
AUB=X

- Elargit les éléments focaux donc perte de spécificité : En pratique trés
problématique

* Intéressant si on ne sait pas modéliser les fiabilités des sources, leurs
ambiguités et imprécisions
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Supprimer I'idempotence et donc I'auto-conflit

Moyenne des fonctions de masse (ex Murphy 2000)
1 M
M pfean(X) = M Z m](X)
Jj=1

Denceux (2006) : La regle conjonctive prudente sur les fonctions a support
simple AVl et A¥2est donnée par AMin(wl.w2)
et se genéralise sur les fonctions de masse non-dogmatiques
Remarque : absence d’élément neutre

intéressante si peu de conflit
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Hypothese du monde fermé : fausse

TBF (Transferable Belief Functions) en monde ouvert

0jA]B[C]|®

m(A) = 2. ﬁmj(Bj)

m@)= 2 ﬁmj(Bj)

k est affecté al’'ensemble vide

Décision pignistique : Retour en monde fermé par normalisation du conflit
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Hypothese du monde fermé : fausse

Latechnique du hedging consiste a ajouter un élement inconnu e au cadre
de discernement pour rester en monde fermé
i.e. que I'on suppose que le conflit vient du manque d’exhaustivité

VA[B[C|e] @]
m(Aue) = > ﬁmj(Bj)

me)= ﬁmj(Bj)

B,NB,N..NB,=@ j=1

Définitions et gestion du conflit pour la combinaison et décision dans la théorie des fonctions de croyance 09/10/2008 24



Répartir le conflit

Le conflit global : k
Yager 1987, Inagaki 1991, Lefevre 2002, Florea 2006

Le conflit partiel

Dubois et Prade 1988, Smarandache et Dezert 2005,
Martin et Osswald 2006 et 2007
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Conflit global est issu de I'ignorance

Yager propose un modele en monde fermé ou la mesure de conflit est
affectée au cadre de discernement total 6

0| A B|C|@E]
M(A) = 2 Im)

m@e)=1- ) > ﬁmj(Bj)

AcD B,NB,N..NB, =A=@ j=1

Calcul de m(®) :

puis la modifie

m@)=m@®)+ > ﬁmj(Bj)

B,NB,N..NB, =@ j=1
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Répartition du conflit global de

maniere géeneéerale

Une fois le conflit calculé mcqn;(0) il est réparti selon une fonction de poids
VX ¢ 2® me(X) = Mcon] (X) + w(X)mconj(@)

Yo ow(X)=1

Xe2©

-]A BlAUB|C|lAuC | BuUC | &

N\
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Répartition du conflit global de maniere

générale : regle mixte

On pose k= mcon;(0)

VX € 29 mgio(X) = B1(k)mpis(X) + B2(k)mconj(X)

Les poids peuvent étre choisi de facon a avoir une symetrie pour k=1/2

k
ﬁl(k‘)—l—k—FkQ, k:

52(k)=1—51(k)=1—1_k+k2-
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Conflit partiel sur ignorance partielle

Compromis des approches conjonctives et disjonctives

mpp(X) = Y  mi(A)ma(B)
ANB=X
+ ) mi(A)ma(B).
AUB=X
ANB=(

Répartition fine du conflit

LN
0 [ A B[AUB] C [AUd B ©
\/
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Répartition du conflit partiel de maniere

générale : regle mixte

Extension de laregle de Florea et/ou Dubois et Prade a partir de poids sur
le conflit partiel

myix(X) = Y d1mi1(A)ma(B)
AUB=X

+ ) domi(A)ma(B)
ANB=X

On retrouve laregle de Dubois et Prade avec
51(A7B) =1- 52(A7B) — ]lAﬂB:Q)

Prise en compte de la spécificité des réponses et conflit partiel
|AN B

01(A,B) =1 — min(|Al, |B])
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Conflit partiel réparti proportionnellement

PCR5 : Redistribution du conflit partiel proportionnellement sur les
singletons qui I’engendrent

0 A B | ©

on ajoute a la combinaison conjonctive : | M1 0 106 | 0 0.4
mo 0O | 03] 0205

m,2(A)m,(B)/(m,(A)+m,(B)) & m(A) et e 12] 0.6 |0.08]0.2
mpeps | 0 | 0.69]0.11]0.2

my(A)m,*(B)/(my(A)+m,(B)) a m(B)

mpcrs(X) = mconj(X) +

M-1
( -H1 o,y Yoy ) Ui>i) 1T 70,0 Vo)
=

M Yo ()=

> mi(X) > &

i=1 (i1 Yoy i) O 2. 1l (ma;@)<Yaq;<j>>-T<X=vai<X>>)
02(7)

ﬂ Y (k)ﬂX ={ ZE{X,

(1) Z(M_l)}
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Conflit partiel reparti proportionnellement

PCR6 : Redistribution du conflit partiel proportionnellement sur les

éléments qui I’engendrent

AUuUB | BUC | AUuC | ©
Expert 1 0.7 O 0 0.3
Expert 2 0 0 0.6 0.4
Expert 3 0 0.5 0 0.5
mpree(X) = mconj(X) +
( M-1 \
y 11 ma,() (o)
m;i(X)? —
SOy AUB
kﬂlyai(k)ﬂXE@ m;(X)+ ‘Zl mGi(j)(YUi(j)))
= j:

(Yai(l)7"'7Yai(M—l))€(D@)M_1
0i(§) = it j <q,
oi(j)=J5+1 ifj >4,
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Intérét de la PCR6 face a la PCR5

Siona mi1(A)m3z(B)m>(AU B)
PCRS : redistribution sur A et B proportionnellement a m,(A) et m,;(B)

PCRG : redistribution sur A, B et AUB proportionnellement a m,(A), my(B),
et m,(AU B)

Exemple surprenant ou le conflit est total :

A B C D E F G

Expert 1| 0.0 |0.5710.43| 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0
Expert 2 0.58| 0.0 | 0.0 |0.42 | 0.0 | 0.0 | 0.0
Expert 31058 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.42] 0.0 | 0.0
Expert 4 | 0.58 | 0.0 0.0 0.0 0.0 |0.42] 0.0
Expert 51058 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.42

Résultat de la fusion est une probabilité

A B C D E F G
PCR5 | 0.1915 | 0.2376 | 0.1542 | 0.1042 | 0.1042 | 0.1042 | 0.1042
PCR6 | 0.5138 | 0.1244 | 0.0748 0.0718 | 0.0718 | 0.0718 | 0.0718

Pour chaque sous ensemble de 2, 3 ou 4 experts : décision PCR5et 6: A
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PCR affaiblie : DPCR

Les conflits partiels sont répartis sur les éléments qui les engendrent
proportionnellement et sur les ignorances partielles selon un facteur
d’affaiblissement a € [0, 1]

mppcRr(X) = mconj(X)

N m1(X)%mo(Y) mz(X)2m1(Y)>

T YE%;; (ml(X)-l-’mz(Y) T mo(X)+m1(Y)
XNy =0

+ ) (1A —a)mi(Y1)ma(Y2),
Y1UYo=X /\

Y1NY>=() @
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PCR affaiblie : choix du facteur

» A partir d’'une mesure de conflit partiel

fi(Y1, .., V) =2

M(M —1)

M
O{(Y]_, 7YM) =1- Z fi(Ylv 7YM)

1=1

Exemple A | B |lAuC]| © Il N’y a pas de conflit entre

Expert 1 [0.7] O 0O |03
Expert 2| 0 [0.5] 0 0.5 A |eEAAUC
Expert 3| 0 | 0 |[[06] |0.4 mais le facteur est identique
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PCR affaiblie : choix du facteur

p 1
» A partir d’'une mesure de non conflit partiel a valeur dans |0, M]
1
ai(Yl? Ty YM) — M _ fi(Y17 ceey YM)
M
2. Yyinvizo)
J=1,571

M(M —1)
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PCR affaiblie : choix du facteur

- A partir d’une fonction de non conflit (X, Y, (1) Yo, (M—1))

M
mppcr(X) = mconj(X) + > mi(X)?
i=1
M—1
1 mo,) (Vo)
Z Xl — 1

M
Mﬁlyaz(k)ﬂX:(b mZ(X>+ Z mo'z(j)(yo-z(]))

k=1 \ j=1 )

(Y. (1) Yo, (u—1)) €(22) M
M M
+ > (1 - Z ;) H m;(Y}),
Y1U...UY =X =1 Jj=1
Y1N...NY =0
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PCR affaiblie : choix du facteur

Avec A donné pour o; = 0O

M
D

_<oz,'y>

| m;(X)
/7’1, M—1

mi(X)+ ) mg ) (Vo)
j=1
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PCR mixte et affaiblie : MDPCR

mmppPcr(X) = > dmy(Y1)mo(Ya2)
Y{UYo=X,
Y1NY>7#£()
+ > (1 =-60)m1(Y1)moa(Y2)
Y1NYo=X,
Y1NY5#()

+ Y a(’ml(X)zmz(Y) _|_m2(X)2m1(Y)>7

Y e® m1(X)+ma(Y) = moa(X)+m1(Y)

XNY =0

+ ). (1 -a)mi(Y1)moa(Ya). /\
Y1UYo=X @

Y1NYo=()
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Comparaison de regles

1. Etude des propriétés
2. Sur des fonctions de masse généerées aléatoirement

3. Sur des données et applications réelles
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Comparaison de regles

Fonctions de masse aléatoire : étude des différences en termes de

décisions

nombre de classes 2 3 4 5 6 7
changement de décision . cas 3 experts

PCR/Conj 0.61% | 5.51% | 9.13% | 12.11% | 14.55% | 16.7%
PCR/DP 0.61% | 2.25% | 3.42% | 4.35% | 5.05% | 5.7%
DP/Conj 0.00% | 3.56% | 6.19% | 8.39% | 10.26% | 11.9%
changement de décision . cas 3 experts

PCR6/Conj 1.04% | 8.34% | 13.90% | 18.38% | 21.98% | 25.1%
PCR6/DP 1.04% | 5.11% | 7.54% 9.23% |10.42% | 11.3%
DP/Conj 0.00% | 4.48% | 8.88% | 12.88% | 16.18% | 19.0%
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Comparaison de regles

Fonctions de masse aléatoire : étude en termes de proximité

P6fo.s
PCR5 P6ga P6go.s Mean
\ / \ / \ / PC PGQOO /:Iean
P6 fo PCR6 COIlJ

6f2 /Cé f%foo

6
92 Conj

2 classes, 3 experts 3 classes, 4 experts
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Conclusion

* Le conflit dans la théorie des fonctions de croyance est
plus complexe que la mesure k

- Affaiblissement important, possible de différentes facons
(sur les masses et dans la combinaison), mais ne suffit pas
toujours

 Mesure et gestion fine du conflit semble essentielle :
e Auto-conflit
o Conflit partiel

* Regles de combinaison abondantes : no free lunch theorem
* Relation modélisation-combinaison-decision
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Vers une regle encore plus générale ...

» Conflit partiel considéré seulement quand au moins 2 experts sont en
conflit

* Impreécision des reponses prise en compte seulement quand il n’y a pas
de conflit

M experts non en conflit

EI{T(Y17 "'7YM) — {{}/:1/17 "'7}/:1:k}7ij E I
IC{l,..,M},|I| = k,ni_;Y; # 0},

k = argmaxi{c, =0} VZ = {Yi, .., Y } €z

k
| mj:]_ Y;,]|
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Vers une regle encore plus générale ...

* Regle mixte étendue

M
memix(X) = D > 6(2) I m;(vy)
Y1U..UY =X ZE@E(YL"-)YM) 1=1
1-6(Z M
|€E(Y17"°7YM)| ;
{}/;17 Zk} ZEGk(Y]_, YM) J

=1
Yy NNy =X,
—— S
(D _:c-,, D\ ;E-:

|
k=2 L

GED N G

eo = {{AUB, BUC}, {BUC,CUD}, {CUD, AUD}, e3={{AUB,AUCAUD}}
{AUB,AUD}}
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Extension de |la PCR6

mpcref(X) = meonj(X) +

( M1 )
u 11 m6,00 Vo,050)
> omi(Ofmi(X) Y =
=t iﬁyﬁ(k)mz@ FmiQOY+ 3 S, () (V)
0 =

(Yo, (1) Yo, (u—1)) €DV

f est une fonction croissante de [0,1] dans RT
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Extension de la PCR6 : PCR6g

M
mpcreg(X) = meoni(X) + > )3

=1 M-1

(Yai(l)’°"7Yai(M—1))€(De)M_1

M-—1
(I men Qo) T Ysi)a(mO+ > mo 7 (Vo))
=1 Yo, =X Yoin=X

m; (X) : ‘ :

2 gl D me ) Vo)) +mi(X)x=z
ZE{X,YUi(l),...,YUZ_(M_]_)} YCTZ'(j):Z

g est une fonction croissante de [0,1] dans RT
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