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Résun® :

De nombreux classifieurs flous ouédibilistes ont
éte cevelopjes ces dergres anaes en vue deepondre
au traitement de do@es de plus en plus incertaines et
imprécises. Les approches de classificatidrase de ma-
chinesa vecteurs de support (SVM) sont de plus en plus
appEciees pour leur simplici et leur puissance. Le prin-
cipe des SVM peuggalemenétre emplog pour Ealiser
une Egression lidaire simple ou multiple. Nous propo-
sons dans cet article une approche de classificatjuar-
tir de la regression lieaire des SVM sur des fonctions
d’appartenance ou des fonctions de croyance. En effet,
ces fonctions posslent les rames prop#étes, que nous
integrons comme contraintes dansésalution de notre
probleme convexe. Nous comparons notre apprache
k-plus proches voisins flou atunk-plus proches voisins
credibiliste sur des doraes gréerees.

Mots-clés :

SVM, régression, fonctions de croyance, fonctions
d’appartenance.

Abstract:

In the last few years, many fuzzy or belief classifiers
have been proposed in order to take into account im-

1 Introduction

L’ étude d’environnements de plus en plus com-
plexesétudies a partir de sysimeséegalement
complexes est aujourd’hui éesessaire dans
de nombreuses applications. Nous devons
alors évaluer ces environnemends partir de
donrées incertaines et imgcises. Plusieurs
choix s'offrent alorsa nous : soit nous tentons
de supprimer ces imperfections, ce gacassite
une compéhension, souvent difficile, de la phy-
sigue qui a conduif ces imperfections; soit
nous cherchona développer des processus de
traitement robustes ces imperfections; soit
nous cherchona les moéliser.

Une moctlisation fine de dorées incertaines
et impiécises peuttre €alie a 'aide des
théories de l'incertain telles que laébrie des

precise and uncertain data. The support vector machines sous-ensembles flous [22], laétbrie des pos-

(SVM) are more and more employed for classification be-
cause of their easiness and performance. The SVM prin-

sibilités [6] ou encore la #vorie des fonc-

ciple can also be used for linear regression that can be tions de croyance [5, 16]. Ainsi de nombreuses

simple or multiple. We propose in this article a classi-
fication approach based on the SVM linear regression
on membership functions or on belief functions. Indeed,

these functions have the same properties; we take as

constraints in the resolution of our convex problem. We
compare our approach with a fuzzynearest neighbors
and with a beliefc-nearest neighbors

Keywords:

SVM, regression, belief functions, membership func-
tions.

méthodes de classification o@€ cevelopjees

dans le cadre de ces ébries a partir de

méthodes existantes telles que lésaaux de
neurones, lesk-plus proches voisins ou les
arbres de dcision, donnant naissance des

classifieurs flous [1, 10, 11] ou @ibilistes

[3, 2, 4, 20].

Les machinesa vecteurs de supportSQp-



port Vector Machine¢SVM)) recemmentintro- 2 Principe du classifieur SVM

duites par Vapnik [21] sont deséthodes d’op-

timisation linaire @finies pour une classifica- L'approche des machines vecteurs de sup-
tion linéairea deux classes. La simpliéitde ports, initées par Vapnik [21], est avant tout
cette approche et sa capé&ait’'extensiora une une nethode de classification Baire a deux
classification non ligairea un eveloppement  classes. Elle tente de&garer des individus is-
et une utilisation importants des SVM, notam- sus de deux classes (+1 et -1) en cherchant
ment en egression likaire [17, 7]. un I’hyperplan optimal qui&pare les deux en-
sembles, en garantissant que la marge entre le
plus proche des exemples positifs &tgatifs
soit maximale. Intuitivement, cela garantit un
bon niveau de gréralisation car de nouveaux
individus pourront ne pagtre trop similaires

a ceux utili€s pour trouver I'hyperplan mais
étre tout de rame sités d'un coé ou de
l'autre de la frontere. Un autre ir@rét est la
selection de vecteurs de supportage aux-
quels est dtermire I'hyperplan optimal. Les
exemples utiliés lors de la recherche de I'hy-
perplan ne sont alors plus utiles et seuls ces
vecteurs de support sont utés pour classer un

Nous proposons dans cet article unéthode nouveau cas. Cela en fait uneethode tés ra-
de classificationa partir de donees floues  Pide. La force des SVM tiera leur simplicié
ou cidibilistes fonée sur le principe de de mise en ceuvre facedes prol#mes com-
regression des SVM. En effet les fonctions Plexes eta des fondements &oriques solides.
d’appartenance et les fonctions de croyance Dans le cas b les exemples sont leairement
pos@dent des propetes similaires qui sont  Separables, on cherche 'hyperplan= w.z +
introduites en tant que contraintes dans I'ap- b Qui maximise la marge entre les deux en-
proche d’optimisation. Nous comparons cette Sembles. Ainsiw est la solution du probine
approche unk-plus proche voisin flou [11] et~ d’Optimisation convexe :

Diff erentes tentatives oréte propoges pour
intégrer le flou dans les SVM. Ainsi l'ap-
prentissage peuttre gali€ a partir d'une
ponceration issue de fonctions d’appartenance
[8]. Dans [19], une fonction d’appartenance
est introduite pour lever I'ambidie dans
les zones d’'ombre (o la classification multi
classes est probatique. Enfin [9] propose
une Eegression sur des nombres flous triangu-
laires qui pésente des diéirences avec notre
approche sur lesquelles nous reviendrons plus
loin.

a, un k-plus proche,_vf)iAsin &dibiliste [2]. Les Min  [wl]?/2 1)
resultats montrent I'ii@rét de cette nouvelle ap-
proche de classification. sous les contraintes :

Ainsi, nous rappelons le principe des SVM  w(w.a;+0)—-1>0 vi=1,....l. (2
dans la section suivante, puis nous fixons
les notations des fonctions d’appartenance et
des fonctions de croyanceécessairesa la
compghension de la suite. Nougctivons en-
suite 'approche prop@e de egressiora partir

ou lesz; € IR repesentent lesdonrees d’ap-
prentissage , e, € {—1,+1} la classe. La so-
lution de ce prol#me d’optimisation est doie

par le point selle du lagrangien asgoci

des vecteurs de support en vue de la classifica- |w||? !

tion. Cette approche est comparet disciée =5 > ay(y(w.r, —b) — 1), (3)
dans une derpre partiea partir de donees =1

géererees. ou lesa; > 0 sont les multiplicateurs de La-

grange, erifiant>>!_, a,y, = 0.

Dans le cas o les donges ne sont pas
linéairement @&parables, on rathe les



contraintes (2) par le bais de termes postjfs
Dans ce cas, nous cherchanminimiser :

l
1 2
5wl +Ct§_;@, )
sous les contraintes doaes pour tout :
y(we,+0) >1—¢&
{ §&=>0 ®)

ou C' est une constante choisie par l'utilisa-
teur. Une grande valeur de correspondh une
grande gnalie aux erreurs. Ce pradrne se
resout de la rdme facon que le premier, mais
avec des multiplicateurs de Lagrangerifiant
0< o <C.

Afin de classer un nouvetlémentz il suffit
d’étudier la fonction de&tision donge par :

fla) =sign( Y yafz.z—1by),  (6)
teSV
ou SV = {t;a? > 0} pour le cas &parable
etSV = {t;0 < o < C} pour le cas non
separable, est 'ensemble des vecteurs de sup-
port.

Dans les cas non laaire, le principe des SVM
est de projeter, par une fonction noyau, les
donrees de épart dans un espace de grande
dimension éventuellement infinie) dans lequel
les doniges sont &arables par un hyperplan.
Ainsi la classification d’'un nouvélementz est
donree par la fonction deétision :

fla) = sign( " yalK (z,2;) — bo)
tesSVv
ou K est la fonction noyau, dont les plus uti-
lisees sont le noyau polynomidl (x,x;)
(r.wy + 1)4, d € N, et le noyau gaussien
K(z,z;) = exp(—||lz — z¢||*), ~ € R .

(7)

3 Theories de l'incertain

Dans de nombreuses situations il est important
de pouvoir moéliser les environnements com-
plexes mesw@sa partir de systmes d’'informa-
tion eux-némes complexes. Les sggtes d’'ac-
quisition et la difficulé lieea la s@ne fait que

nous manipulons rapidement des dees in-
certaines et img@cises. Ainsi, pour uneathe
d’identification, nous devons employer des
classifieurs pouvantager de telles dorées. Les
théories de l'incertain telles que laébrie des
sous-ensembles flous [22], |&€thrie des possi-
bilités [6] ou encore la #orie des fonctions de
croyance [5, 16] permettent la meldsation de
donrees incertaines et imgeises.

Dans le cadre de cesébries de nombreux
classifieurs ontéte developes tels que des
reseaux de neurones flous [1] owedibilistes
[3], des k-plus proches voisins flous [10, 11]
ou credibilistes [2, 23] ou encore des arbres de
décision cédibilistes [4, 20].

3.1 Les fonctions d’appartenance

Les fonctions d’appartenance permettent de
décrire une appartenance flo@eune classe.
Ainsi I'appartenance d’une observatiora une
classeC; parmi NV, classes, est doge par une
fonction u;(z) telle que :

pix) € [0,1]

ZM(QJ) =1

Dans ce cas, nous consins les classes
floues. Dans le cas de classes nettes, il est pos-
sible de consiérer les distributions de possi-
bilité. Ces fonctionsa valeurs dans0, 1] ont

une contrainte de normalisation difente de la
somme pecedente, nous ne I&udions pas ici.

(8)

Exemple de fonction d’appartenance dans le cas d'un
k-plus proches voisins flou

Nous consiérons ici I'approche de [11].
Dans un premier temps, nous calculons la fonc-
tion d’appartenance d'un vecteur d’apprentis-
sager; donree par :
/{:i(mt

)
ky

i () 9

ou ky le nombre de plus proches voisins choisi
pour le voisinage flowy, et k;(z;) = [C; N



Vk,(7;)|. Dans un second temps, nous calcu-
lons la fonction d’appartenance pour un vecteur
x a classifier :

Z Mz iEt
(e
pi(w) = z—

z—l
|z — ¢ |?

(10)

La norme emploge est la norme euclidienne.

La classe d’appartenance de est ensuite
décidee de marire classique comme la classe
donnant le maximum des fonctions d’apparte-
nance.

3.2 Les fonctions de croyance

La théorie des fonctions de croyance est fead

décision prise par le maximum deédhibilité
peutétre trop pessimiste, laédision issue du
maximum de plausibilé est bien souvent trop
optimiste. Le maximum de la probabditpi-
gnistique, introduite par [18], reste le compro-
mis le plus emplo§. La probabilié pignistique
est dong@e pour tout € 2°, avecX # () par :

m(Y
3 (Y)

Y €29, Y #() 1= m(@)

XY
Y]

betP(X) = (12)

Exemple de fonction de croyance dans le cas d’'uk-
plus proches voisins cedibiliste

Denceux [2] propose une estimation des fonc-
tions de massea partir d'un moeéle de dis-
tance :

my(Cy|x®R) (z) = a; exp(yd?(z, 2HR))

(O]9 (2) = 1 - a; exp(ud? (z, o+4)) )

sur la manipulation des fonctions de masse. Les gy ¢, est la classe ass@gia %), (%) sont

fonctions de masse songfthies sur I'ensemble

(53(5

les k vecteurs d’apprentissage Ies plus proches

de toutes les disjonctions du cadre de discer- ge |3 valeurz et la distance empl@e est la

nement® = {C4,...,Cy,.} eta valeurs dans
[0, 1], ou C; reptesente I'hypotkse “I'observa-
tion appartient la classe”. Géréralement, il
est ajougé une condition de normadif doniee

par
> mi(A)

Ae29

—1, (11)

ou m(.) rep'esente la fonction de masse. La
premere difficule est donc deé&finir ces fonc-
tions de masse selon le prébie. A partir

de ces fonctions de masse, d’autres fonctions

de croyance peuverdtre cfinies, telles que
les fonctions de &dibilité, repésentant I'in-
tensié que toutes les sources croient en un
élement, et telles que les fonctions de plausibi-
lité repesentant I'intensét avec laquelle on ne
doute pas en ualement.

Afin de conserver un maximum d’informations,
il est peferable de restea un niveau @&dal
(i.e. de manipuler des fonctions de croyance)
pendant letape de combinaison des informa-
tions pour prendre laétision sur les fonctions

distance euclidienney; et ; sont des coeffi-
cients d’affaiblissement, et de normalisation qui
peuventetre optimigs [23]. Lesk fonctions de
masse ainsi calcéés pour chaque sont com-
binées par laggle orthogonale normaée de
Dempster-Shafer doge pour toutd € 2°,

A # (par:

> ma(B)ma(C)

BNnC=A

1-— Z my(B)me(C)

BNC=0

m(A) = , (14

etm(()) = 0. La décision est ensuite prise par le
maximum sur les fonctions de masse qui dans
ce cas eséquivalent au maximum de proba-
bilité pignistique car les seutdements focaux
sont les singletons et I'ignorance.

4 Reégression floue et cedibiliste a
partir des vecteurs de supports

Les machines vecteurs de support offrent la
possibilié de proédera une ggression libaire

de croyance issues de la combinaison. Si la pour non plus pedire une classe, mais une



fonction quelconque [21]. Dans le cas de fonc-
tions & valeurs dans IR différentes solutions
ontéte apporées, par exemple dans [17, 7] une
regression simple est effeé@ sur chacune des

dimensions. Dans le cas des fonctions d’appar-
tenance ou des fonctions de croyance la condi-

tion de normalisation impose de considr cha-
cune des dimensions de la fonctianptedire
conjointement et de maiie incependante [13,
15]. Les contraintes identiques des fonctions

d’appartenance et des fonctions de croyances

(a valeurs dand0,1] et dont la somme est
1), nous permettent decacrire la Egression
linéaire multiple tout engréralisant les travaux
de [13, 15], comme nous le verrons plus loin.

Hong [9] propose une égression sur des
nombres flous triangulaires, il se place ainsi
dans le cas d’'uneégression multiple en di-
mension 3, uniquement, mais la d@ifénce

fondamentale avec notre approche vient des

similaire a celui expoé dans la section 2, et
nous cherchons dor&cminimiser :

1 N N l
5 2wl +C YD (Em + &), (15)
n=1

n=1 t=1

sous les contraintes doees pour tout et tout

( Ytn — Wn Ty — bn S €+ é'tna
Wy, - Ty + bn — Yin S € + €£kna
N
Z(wn.xt +b,) = 1, (16)
n=1
Wp.xy +b, > 0,
wp.xy + b, < 1,
\ étna g;,kn Z 0.

L’ équation (15) diftre de celle prop@e dans

[13, 15], car les poids dor@s pour borner 'er-

reuré,,, &, peutétre differents pour chaque di-
rection.

contraintes sur les fonctions d’appartenance et Le lagrangien est donc doamar :

les fonctions de croyance.

Consicerons les vecteurs d’apprentissagec
R? et les fonctions assd@m@sy, € RY, ol
N = N, le nombre de classes dans le cas
des fonctions d’'appartenance &t = 2

dans le cas des fonctions de masse. Ainsi par

la regression multiple li@aire, nous cherchons
une fonctionnellef = (fi,..., fn) ouU les f,
sont lireaires, de forme,,(z) = w,.x + b,.
Nous cherchonsa ceterminer cette fonction-
nelle telle que pour legr,, y;) de la base d’ap-
prentissagey;, — w,.z; + b"| ne epasse pas
un certaine fixé pour toutn. Il est possible
de consiérer une; different selon la dimen-
sion lorsque l'application le justifie. Dans cette
formulation nous avons suppdgjue tous les
points sonta I'intérieur du cylindre éfini par

¢. Dans le cas gréral, nous associons un fac-
teur C' pour les points qui son& I'extérieur
du cylindre @fini pare. Si les composantes de
chaquey; sont incependantes, I'approche pro-
po<e dans [17] peldtre envisage. Dans notre
cas, nous n'avons pas l'iegendance puisque
ym € [0,1] et verifient>"" v, = 1 pour tout

t. Ainsi, le probEme d’optimisation convexe est

1 N N l
L= oY P +C 33 (6 +6)

n=1 t=1

N l

n=1 t=1
N l

Z Z p (€ + & — Yin + Wi + by)

n=1 t=1

N 1
- Z Z Oé:n(e + é.z(n + Yin — Wn Tt — bn)

n=1 t=1

N 1

n=1 t=1

N l
- D) B0 —wpay —by)

n=1 t=1

(17)

= D =) (wneae + b))

ou lesn, a, § et~ sont les multiplicateurs de
Lagrange et sont positifs.

Au point selle du lagrangier.,, on a pour
tout ¢t et toutn, 0L/0b, = 0, OL/Ow, =



0, OL/0&, =0 etdL/dg:, = 0. Ainsi:

( l
E Otn = 07
t=1

Wy, = Z OtnZt, (18)
t=1
Nin = C — an,
\ n:n =C - O‘:n?

avecoy, = oy, — &, + B — B — Y-

En inttgrant ceséquations (18) dans le la-
grangien gquation (17)), le prokme revient
maximiser :

l N

N !
—% Z Z OinO0¢ndy. Ty — Z Zﬁfn + %

n=1¢t'=1 n=1 t=1
N 1 N

=D D Al ) = DY amle = ym)

n=1 t=1 n=1 t=1

sous les contraintes :

(1
E om =0,
t=1

Oy € [0,0],
ap, € [0,C],
ﬁtn Z Oa

Bin 2 0,

e = 0.

\

Enfin, pour pédire lan®™ sortie,,,, d'un nou-
vel élementz, on calcule :

l
Un = § OmnTe.T =+ by,
t=1

ou b,, est ceduite des conditions de Kuhn, Ka-
rush et Tucker :

( Oétn(6 + gtn — Yo + Wy + bn) = 07
(€ + &y + Ym — Wnozp — by) = 0,
(C - Oétn)gtn - 07
(O - a:n)gjn = 07
ﬁtn(wn-zt + bn) - 07

| G (1 —wy.2y — by,) = 0.

Si pour unty, oy, €]0,C] alors,&;,, = 0, ce
qui impliqueb,, = Yy, — wy,. T4, — €, le meme

raisonnement sur* donneb,, = vy, — Wy, Ty, +
€.

Jusqua p’sent, nous avons supgofa rela-
tion entre lesr, et les sorties ligaires. Dans le
cas contraire, d'une magrie similaire aux SVM
pour la classification, nous pouvons repenter
les dones de épart en utilisant un noyau.
Ainsi le produit scalaire entre les doees de
la base d’apprentissage pedite remplae par
un noyau :z.z’ devient K (z,z’). Il suffit en-
suite d’appliquer uneégression ligaire dans
I'espace de re@sentation. Pour pdire la sor-
tie, 7, d’'un élementz, nous consiérons donc :

l
gn = Z O-tnK(xa xt) + bn
t=1

A partir de cette approche dégression sur les
fonctions d’appartenance ou les fonctions de
croyance, nous obtenons un classifieur en pre-
nant la écision via le maximum des fonctions
d’appartenance ou le maximum de la probabi-
lité pignistique (12).

5 Expérimentations

Les exg@rimentations de notre approche de clas-
sification floue et cdibiliste ontéte conduites
sur deux jeux de dor@es gaussiennegigres.
Nous avons dfini sur ces donees une fonc-
tion d’appartenanca partir de lIéquation (10)

et une fonction de masse partir de la fonc-
tion de masse issue de la combinaison orthogo-
nale normaliée des fonctions de masse déas
par I'equation (13). Les deux classifieurs ainsi
obtenus sont compés auxk-plus proches voi-
sins flous (aved = 5 etk; = 7) et auxk-
plus proches voisins edibilistes (ave&=5) sur

les méme donies @rérees et avec les @ames
fonctions d’appartenance et de croyance. Les
valeurs dek et k; sont choisis arbitrairement
avec le nemek pour les deux approches des
k-plus proches voisins et Uty sugerieurak.

Le premier jeu de dorees est grére a par-
tir de deux distributions gaussiennes dans R
respectivement de moyennpe = (1 0)7 et



de covariance:; 0.25Id et de moyenne
p2 = (=1 0)T et une matrice de covariance
Yo Id pour la seconde classepdd est

la matrice identi. Chaque classe contient 140
elements (40 pour I'apprentissage et 100 pour
le test).

Voici les matrices de confusion obtenues pour
les k-plus proches voisins flous, lek-plus
proches voisins édibilistes, par la&gression
linéaire floue ave = 10° ete = 1077 et
crédibiliste avecC = 10° ete = 0.1 (les
valeurs deC' et dee sont choisis en utilisant
une recherche ligaire sur les deux intervalles
log,,(C) € [1,10] etlog,,(¢) € [-10, —1] :

k-ppv flou  regression floue
97 3 100 0O
21 79 18 82
k-ppv ced. iegression &d.
87 13 100 0
9 91 18 82

Nous avons ainsi obtenu un taux de 91% pour
la classification paré&gression @dibiliste et
floue, qui est su@rieura ceux obtenus par les
k-plus proches voisins flous (89%) et legplus
proches voisins édibilistes (88%). Notons que
I'approche par la&gression est plus ateuse

crédibiliste aved” = 10% ete = 10! et floue
avecC = 10 ete = 1078 ;

k-ppv flou ilegression floue
9% 1 4 82 11 7

19 75 6 7T 84 9

3 0 97 1 0 99
k-ppv cied. legression @&d.
87 6 T 92 6 2

19 76 5 9 8 6

5 3 92 8 9 &3

Le taux de classification par lésplus proches
voisins flou est de 89% et celui par Egression
floue est de 88.33%. Nous avons obtenu un taux
de 86.67% pour la classification pagression
crédibiliste qui est sugrieura celui obtenu par
lesk-plus proches voisins edibilistes (85%) et
qui est inkrieur aux taux obtenus par les deux
approches floues.

Comme ncd auparavant, l'apprentissage par
la regression est dteux vu la dimen-
sion du probdme d’optimisationa résoudre.
Une solution est d'utiliser des @hodes de
décomposition G, a chaque #ration, nous
résolvons un sous-praishe de dimension pe-
tite [12]. Dans le cas ex@me ai la dimension
du sous-proldme esggalea 2, nous utilisons

pour la phase d'apprentissage, mais beaucoup|a decomposition paBequential Minimal Opti-

moins pour celle de la classification.

Le second jeu de doges est grére a par-

tir de trois distributions gaussiennes de dimen-
sion 3 utilisant, respectivement, une moyenne
de(111)”,(-110)"et(0 —11)” et des ma-
trices de covariance$251d, 0.751d et 0.51d.

Chaque classe contient 140 vecteurs (40 pour

I'apprentissage et 100 pour le test).

Voici les résultats obtenus pour lek-plus
proches voisins flous, lek-plus proches voi-
sins cedibilistes, par la &gression ligaire

mization[14].
6 Conclusions

Nous avons prop@dans ce papier une nou-
velle approche deegression floue et edibiliste
a partir de machine vecteurs de support pour
la classification. Lesésultats compé&sa une
méthode de:-plus proches voisins flous, et une
méthode dé:-plus proches voisins edibilistes
ont monté l'intérét de cette approche. Nous
n'avons dong@ ici que desé@sultats dans le cas



de la egression ligaire. Selon les do@es il est

préferable d’employer un noyau par exemple

polynomial ou gaussien. L'approche propes
reste alors la @me. Linconenient majeur de
I'approche est le choix des constantéset e,

ainsi que lesé&glage€ventuels selon le noyau.
Afin de résoudre ce probme, il est possible

d’envisager l'optimisation de ces constantes

soit en les inkgrant dans l'approche soit par

[14] J. Platt, Sequential Minimal Optimization : A fast
algorithm for training Support Vector Machinédi-
crosoft Research Technical Report MSR-TR-98-14
1998.

[15] M. P. Sanchez-Fernandez, M. de-Prado-Cumplido,
J. Arenas-Garcia and F.éRez-Cruz, SVM Mul-
tiregression for Non-Linear Channel Estimation
in Multiple-Input Multiple-Output SystemsEEE
Transactions on Signal Processingd(8) : 2298 -
2307, Adit 2004.

[16] G. Shafer, A mathematical theory of evidence,
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