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Résumé :

La théorie des fonctions de croyance est un formalisme
mathématique permettant de modéliser les imperfections
d’une source d’information d’une maniere plus riche que
les probabilités. L'un des outils les plus puissant réalisé
a I’aide ce cadre de travail est le théoreme de Bayes
généralisé. Il nous permet de faire des inférences sans
avoir de connaissance a priori sur 1’occurrence de cer-
tains phénomenes. Toutefois, tel qu’il est formulé dans la
littérature, il ne permet pas de travailler sur un espace de
décision continu. Apres avoir mis en lumiere les limites
de I’approche classique, nous avons adapté le principe de
vraisemblance afin de pouvoir décider sur un cadre de
discernement continu. Nous avons appliqué ces résultats
afin de déterminer la plausibilité qu’une mesure effectuée
dans un environnement incertain soit due a un parametre
donné.

Mots-clés :

Fonction de croyance continue, théoreme de Bayes
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Abstract:

The theory of belief functions is a mathematical frame-
work used to model the imperfections of a source of in-
formation in a finnier way than probabilities. One of the
most powerful tool built with this formalism is the ge-
neralized Bayes theorem. It allows us to define inference
without using a priori knowledge on the occurrence of
some events. Unfortunately, we cannot use it to take de-
cision on a continuous framework. Hence, after having
raised this problem, we have proposed a way to deal with
it. We have applied the results obtained in order to des-
cribe the plausibility that a measure taken in an uncertain
environment be generated by a particular parameter.

Keywords:

Continuous belief function, generalized Bayes theo-
rem, uncertain environment, sensor.

1 Introduction
Depuis quelques temps, des travaux tentent de

généraliser les approches sur les fonctions de
croyance discrétes aux fonctions de croyance

continues [17, 15]. Toutefois dans ces ap-
proches, 1’objectif a souvent été de faire de la
classification sur un cadre de discernement dis-
cret avec des données continues [12]. Aussi,
méme si a 1’origine, I’incertitude se situait sur
des données physiques continues, la décision
s’effectuait sur des quantités discretes. Des ap-
proches ont néanmoins été proposées pour faire
de I’estimation de parametres continus avec les
fonctions de croyance [3, 1, 9]. Toutefois, cer-
tains aspects de ce probléme ont pour I’ins-
tant été €ludés. Il n’a pas ét€ proposé d’ap-
proches du théoreme de Bayes généralisé per-
mettant de faire de I’estimation de parametres.
Hors, le fait de prendre des décisions sur des en-
sembles continus fait apparaitre des difficultés
qui n’existent pas lorsque que 1’on travaille sur
un cadre de discernement discret et fini. En uti-
lisant I’approche suggérée par le théoreme de
Bayes généralisé, on en vient a générer des
fonctions de croyance dont les éléments focaux
semblent difficiles, voire impossibles a décrire.
Dans cet article, apres un bref rappel sur les
fonctions de croyance discretes, nous intro-
duirons les notions nécessaires a 1’énoncé du
théoreme de bayes généralisé. Puis, mettant en
évidence ses limites dans un cadre continu, nous
étudierons différentes méthodes pour surmonter
ces difficultés. Enfin, pour illustrer nos propos,
nous prendrons comme exemple le cas de I’es-
timation d’un parametre a partir d’'une mesure
effectuée dans un environnement incertain.



2 Fonctions de croyance sur un
espace produit et théoreme de
Bayes généralisé

La théorie des fonctions de croyance est un
cadre mathématique pour décrire des informa-
tions incertaines. Plus riche que les probabi-
lités, il permet entre autres de mettre une masse
sur un ensemble indépendamment des sous-
ensembles qu’ils le composent. Ceci a une
grande importance du point vu sémantique et
opérationnel.

2.1 Introduction aux fonctions de croyance

Lorsque I’on travaille avec des fonctions de
croyance, le premier point est de définir 1’es-
pace sur lequel on s’exprime. Ce dernier est
communément appelé cadre de discernement.
C’est un ensemble fini d’éléments disjoints
deux a deux noté €). L’ensemble des parties de
Q) est noté 2. Par la suite, pour caractériser
une information sur ce cadre de discernement,
on définit une fonction de croyance. Une fonc-
tion de masse est une application m® de 2 dans
[0, 1] qu1 satlsfalt la condition de normalisation
Z m® = 1. On appelle masse élémentaire
ACQ

de A la valeur m* (A) avec A < Q. Si I’on
sait qu'une hypothese h est vraie, on peut no-
ter la fonction de masse m* [h]. Un ensemble
A appartenant a 2% est un élément focal de m*
si sa masse élémentaire est strictement positive.
On dit d’une fonction de masse qui n’a qu’un
seul élément focal qu’elle est catégorique. On
la note m% ou D est I’élément focal de la fonc-
tion. Si cet élément est €2, le cadre de discerne-
ment, elle est dite vide. Une fonction de masse
dont les éléments focaux sont emboités est dite
consonante.

D’une fonction de masse m* découle pour tout
X < Q) I’expression des fonctions de croyance
suivantes :

— fonction de crédibilité :

bel? (X) =

— fonction de plausibilité :

pt(X) = > m'(4) @

ACQANX £

— fonction de communalité :

)= Y, m"(4) 3)

XcA
Pour fusionner les avis des deux sources d’in-
formation, on peut utiliser la régle de com-
binaison conjonctive. Soit deux fonctions de
masse m{’ et m$, la fonction de masse qui
résulte de leur combinaison conjonctive notée

m{ em§ = m{ , est donnée par la relation :

migy(A)= > mf (X)mf(Y),VAcQ
XnY=A
(4)

On peut exprimer cette égalité plus simplement
avec les fonctions de communalité :

0’5o (A) = ¢ (A) ¢

Supposons que plusieurs fonctions de croyance
puissent caractériser une méme source d’infor-
mation. Le principe de moindre engagement sti-
pule que I’on doive choisir celle qui implique
le moins d’engagement afin de ne pas présumer
d’une information que 1’on ne possede pas. Pour
caractériser cet engagement, cela présuppose
I’existence d’une relation d’ordre entre les fonc-
tions de croyance. Parmi les plus utilisées fi-
gurent celle suivant la plausibilité et celle sui-
vant la communalité :

(mgz Cpl mg)

<ply (A) <
(6)

(VA< Qa7 (4) < g (4) & (m &, m5)
(7

Bien souvent, on a besoin d’exprimer nos
croyances sur plusieurs cadres de discerne-
ments simultanément. Par exemple, on peut
avoir des croyances sur la vitesse d’un véhicule
en fonction de sa nature. Nous allons donc
introduire la notion de croyance sur un es-
pace produit et les résultats et concepts qui en
découlent, notamment le théoreme de Bayes
généralisé.

(A),VAcSQ (5

(VA < Q,pli (A)



2.2 Notions liées aux espaces produits

Dans cette partie, nous allons utiliser les nota-
tions présentées dans [11]. Notons la fonction
de masse ayant pour cadre discernement 1’es-
pace produit Q x ©, m®*®. Bien souvent, les
fonctions de croyance dont nous disposons ne
sont pas décrites dans ces espaces produits. On
va alors devoir définir quatre types de transfert
de masses.

Définition 1 (Marginalisation). Soit une fonc-
tion de masse sur €). On appelle marginalisation
le transfert de masse sur €2 tel que pour tout A
dans € :

mQx@lQ (A) _ Z

{BSQx0O|Proj(B|Q)=A}

mQx@ (B)

)]
ou Proj (B | ) est la projection de B sur 2.

Définition 2 (Extension a vide). Soit une fonc-
tion de masse sur €2, mf. Soit I’ensemble des
fonctions de masse sur {2 x © dont la margi-
nalisation sur € est m‘. On appelle extension
a vide la fonction de masse de cet ensemble de
moindre engagement au sens de la communa-
lité. Elle est définie par :

mQTQX@ (B) _ mQ (A) si B = A x 6
0 sinon
)

Dans la pratique, si on exprime une opinion sur
(2 et que I’on en vient a faire des hypotheses sur
©, on a besoin d’exprimer le conditionnement
d’une fonction de masse.

Définition 3 (Conditionnement). Soit une fonc-
tion de masse m‘**®. On apprend par la suite
que la condition D dans O est vérifiée. On peut
alors appliquer le conditionnement suivant.

1o
m [D] = (m9x9©m%mxe> (10)

Réciproquement, on peut vouloir

déconditionner une fonction de masse.

Définition 4 (Déconditionnement).

m® [D]"® (A x DU Q x D) =m®[D] (A)
(11)

Ces transformations vérifient le principe de
moindre engagement.

2.3 Théoreme de Bayes généralisé

En utilisant les outils présentés précédemment
on peut obtenir le théoreme de Bayes
généralisé. En effet, supposons d’une part
que nous disposions de modeles pour décrire
la réponse d’un systeme sous certaines hy-
potheses m|0;], 6; appartenant a ©. De
plus, supposons d’une autre part que 1’on ait
la certitude que X < () soit vraie, on peut
modéliser cette information par une fonction de
masse catégorique m}. Ainsi, I’intuition nous
pousse a combiner conjectivement ces sources
d’informations. Pour se faire, il nous faut
réaliser un déconditionnement et une extension
a vide. Au final, pour récupérer a posteriori une
fonction de masse sur I’espace des hypotheses
de modélisation, il faut appliquer une margina-
lisation. Ces transformations se résument par
I’égalité suivante :

10
m@ [X] _ [ 5 mQ [ez]ﬂQX@ @m?(TQX@]

i€[1,n]
(12)
On démontre a partir de 1a I'une des formula-
tions du théoreme de Bayes généralisé [16] ci-
dessous présentée.

Théoreme 1. Théoréme de Bayes généralisé
Soit deux cadres de discernement © et €. Sup-
posons que l’on connaisse m® [0;] pour tout
0; < ©. Si l’on sait avec certitude que la condi-
tion X est vérifiée (X < (), on montre que ’'on
peut obtenir la fonction de masse m® [ X grace
a la relation :

m®[X](A4) = ] [p"[6](X)-

eiEA

[T =pi®[0:] (X))

Biez

(13)



On remarque [14] que grace a cette relation on
peut en déduire 1’égalité suivante :

ple[X](4) =1-[] (1 =p?[6:] (X))

6,eA
(14)
En posant :
plPTAT(X) =1 [ ] (1= p? [6:] (X))
0,eA (15)

Il en découle le principe de vraisemblance dans
le cadre des fonctions de croyance :

pl® [X](A) =pl" [A](X)  (16)

Ainsi, la fonction de vraisemblance apparait
étre égale a la fonction de plausibilité. Selon ce
principe, la vraisemblance de I’hypothese A sa-
chant que ’hypothese X est vraie est égale 4 la
vraisemblance de X sachant que 1’hypotheése A
est vraie. Dans cette approche, le cadre de dis-
cernement, © est discret. On se rend compte que
lorsque 1’on considere un cadre de décision fi-
nal continu, notre relation n’est pas applicable
directement de maniere triviale. De plus, I’en-
semble des éléments focaux générés a I’issue de
cette inférence est loin d’étre facile a décrire.
Nous allons donc dans la suite proposer des
stratégies pour éviter cet écueil.

3 Une approche continue pour les
inférences crédibilistes

Utiliser un indice pour représenter 1’ensemble
des éléments focaux d’une fonction de croyance
est pratique lorsque 1’on veut les manipuler de
maniere efficace. Dans cette partie, nous allons
commencer par présenter une approche de la
notion de fonction de croyance continue sur
des réels fondée sur la définition d’une fonction
décrivant I’ensemble des éléments focaux. Ceci
reprend les travaux présentés par [7, 6, 5].

3.1 Introduction aux fonctions de croyance
continues

< s . ETSN N
On cherche a caractériser une croyance sur R a
1’aide d’une mesure de probabilité z;° (") Len-
semble des éléments focaux associés a cette

croyance est noté F (,uB (En)) . S1 on peut lui as-

socier une application f! surjective dite fonc-
tion indice telle que :

fl: Ie B(El> — ]—"(;LB(EH))
y — f1(y)
On peut considérer que ,uB(ﬁn) est une me-

sure positive sur I’espace mesurable (I, B(I))
qui vérifie la condition de normalisation

f duB(En) (y) < 1. Si pour tout A dans B(En)
I

les ensembles définis ci-dessous sont des
boréliens :

Fea={yelIlf'(y) = A}
Foa={yell(f'ly)nA) =g} (A7)
Fop={yelIlAc f(y)}

On appelle la mesure positive associée me-

sure crédale et on peut définir des fonctions de
=N

croyance telles que pour tout A € B(R") :

bt ) ) = | )

p )y = | ™)) as)

On note que [, la dimension de [ (I’espace d’in-
dices), ne dépend pas de n, la dimension de
I’espace sur lequel on exprime une croyance.
Par exemple [15] propose d’utiliser des par-
ties de R? pour décrire les éléments focaux
de croyance exprimée sur R alors que [2] uti-
lisent un espace d’indices de dimension 1 pour
décrire les éléments focaux d’une fonction de
croyance gaussienne sur R". Une regle de com-
binaison souvent utilisée est la regle conjonc-
tive qui est aussi valide dans ce formalisme. On
retrouve alors une propriété déja connue dans le
—n =n
cas discret. Soit ulf(R ) et ,uf(R ) deux mesures
crédales, lorsqu’on les combine en utilisant la
regle de combinaison conjonctive, on obtient

une mesure crédale ulg((:;) qui vérifie I’égalité :
B(R" B(R" B(R"
i) () =g a9



On peut aussi démontrer que pour une méme
croyance, il existe plusieurs facons de décrire
I’ensemble des éléments focaux. Soit f7* et f2,
deux fonctions indices_associ€es aux mesures

, B(R B
crédales iy et fiy . Supposons ¢, une
fonction de changement de variable telle que

v (y1) = yo implique f7 (y1) = f* (y2). Ces
mesures crédales sont identiques si :

a1 (1) = ldet (¢ () | 46X (0 (1))
(20)

La question est souvent de savoir comment
créer une fonction de croyance. On peut suppo-
ser que I’on connait une probabilité décrivant le
phénomene. Selon la maniere dont cette proba-
bilité est considérée, on peut proposer plusieurs
facons de générer une fonction de croyance a
partir d’elle [5]. La premiere, dérivant de la
théorie des possibilités consiste a appliquer le
principe de maximum de nécessité [8, 10]. Elle
présuppose que la probabilité P (de densité f;)
que I’on manipule est objective. Les €léments
focaux d’une telle fonction de croyance sont
les a-coupes de la densité de probabilité notées

I (a). On a les relations :

p " @) = 1= P(fLfa@) @D

Le.:

dus(ﬁn) (o) = adV (a) (22)

O V (o, atmax]) = A (fL () et A est la me-
sure de Lebesgue.

La deuxieme dérive d’une idée proposée par
Ph. Smets [15]. Elle consiste a considérer que la
source a I’origine de la probabilité dont on dis-
pose modélise son information en représentant
son probleme sur des ensembles mais prend
ses décisions sur des singletons, répartissant
les masses des ensembles sur des points. Cette
transformation, appelée transformation pignis-
tique, produit une probabilité pignistique sou-
vent notée BetP (sa densité est notée betf)
[13, 5]. Pour une densité de probabilité donnée,
il existe une infinité de fonctions de croyance.
Cet ensemble est noté Also(Bet P). L’enjeu est

de choisir une fonction dans cet ensemble. On
considere souvent dans ce cas la fonction de
moindre engagement au sens de la communa-
lité [15, 18, 6]. Cette derniere, dont les éléments
focaux sont les a-coupes de bet f, vérifie :

an™™ (@) = A (fL(e) dA (@) (23)

Ceci constitue les outils de base dont nous
disposons pour construire des fonctions de
croyances.

3.2 Une approche possibiliste du principe
de vraisemblance

Comme nous avons pu le constater dans la sec-
tion 2, il est difficile d’appliquer directement
les résultats du théoreme de Bayes généralisé
afin de réaliser une inférence lorsque ’on tra-
vaille avec les fonctions de croyance conti-
nues. Aussi, nous devons mettre en ccuvre des
stratégies afin de faciliter le calcul d’une fonc-
tion de croyance qui représenterait 1’informa-
tion mise a jour apres l’arrivée de nouvelles
données. Supposons un espace cartésiens X x )
ou X est par exemple 1’espace des parametres
et ) est ’espace des mesures. Supposons que
I’on connaisse la plausibilité d’avoir une me-
sure y appartenant a un ensemble Y de ) sa-
chant que le parametre x qui caractérise les ob-
servations possibles appartient a X, un sous-
ensemble de X'. On va se retrouver en présence
d’une famille de fonctions de croyance qui va
caractériser la plausibilité d’observer une me-
sure donnée pour un parametre fixé. La ques-
tion est de savoir si ’on est capable de ca-
ractériser la plausibilit¢ qu’une la mesure y
donnée par un capteur soit due a un parametre .
Pour caractériser cette plausibilité, on peut uti-
liser le principe de vraisemblance. Ainsi, au fi-
nal il faut connaitre pl¥ [X] (V). Typiquement,
cette plausibilité peut-Etre caractérisée pour la
famille de fonctions de croyance dont les plau-
sibilités sont dans I’ensemble (pl” [x])xe - On
peut réutiliser I’approche préconisée dans [1] et
choisir la fonction de plus grand engagement au
sens de la plausibilité qui domine cet ensemble.



On a alors I’égalité suivante :

Pl Y] (X)=pl” [X] (V)=max (pl” [2] (V)

(24)
On remarque que I’on obtient alors la méthode
utilisée dans la théorie des possibilités pour
mettre a jour l’information. Cette approche,
méme si elle a le mérite de fonctionner, semble
ne pas tirer pleinement partie de la richesse
du formalisme des fonctions de croyance pour
réaliser une inférence, notamment parce qu’elle
réduit une famille de fonctions de croyance
a une fonction de croyance consonante avant
méme d’essayer d’appliquer les processus de
déconditionnement, d’extension a vide et de
marginalisation. Dans la sous-partie qui suit,
nous allons proposer une méthode pour pallier
a ce défaut.

3.3 Une approche bayésienne du principe
de vraisemblance

Dans le cadre discret, on peut caractériser une
inférence en utilisant le principe de vraisem-
blance. Ce principe est lié au théoreme de Bayes
généralisé [14]. On peut réécrire I’équation (14)
afin d’exprimer des croyances sur un cadre de
discernement continu. L’idée est de passer de
I’expression d’un produit que 1’on ne sait pas
calculer a celle de I’intégrale d’un logarithme
que I’on peut exprimer analytiquement. On ob-
tient ainsi :

o [X] (V) =

1 —exp [JX In(1—pl¥ [z] (V)) dx] (25)

Ceci n’a pas résolu le probleme de la descrip-
tion des éléments focaux, toutefois cette astuce
nous permet de caractériser la plausibilité des
évenements qui nous intéresse. Comme nous
I’illustrerons par la suite, méme s’il ne nous faut
considérer au final que la fonction contour de
notre fonction de plausibilité, cette approche ne
se réduira pas systématiquement a 1’approche
présentée précédemment.

4 Application a ’estimation d’état

Dans notre cas, nous voulons remonter, grace
a des mesures, aux valeurs décrivant un
phénomene physique, en supposant que ces me-
sures dépendent de I’environnement dans lequel
elles sont prises et qui se trouve étre incertain.

4.1 Définition du probleme

Soit un vecteur d’état x qui décrit le systeme
observé et un vecteur d’observation y. On sup-
pose I’existence d’un vecteur de parametre v
dépendant d’un environnement incertain. On
décide dans notre cas que h, la fonction d’ob-
servation telle que h (z,v) = y, est inversible.
Un choix possible pour la fonction A est :

h: XxV —Y
Po _ (26)

(x,v) r— e =y

1+ 22

On peut interpréter cette équation comme €tant
la perte en puissance d’un signal en fonction
de la distance x du récepteur a la source en
prenant en compte la dispersion géométrique
de la puissance et le ccefficient d’affaiblisse-
ment du signal v 1i€ aux pertes engendrées par
la propagation d’une onde dans un milieu ho-
mogene. L'objectif est de remonter a une es-
timation du vecteur d’état, c’est-a-dire la dis-
tance entre la source et le récepteur x, connais-
sant la puissance d’émission de la source, une
mesure de puissance y au niveau du récepteur
et I’ensemble auquel appartient le parametre v
(v € [v1,12]). Le bruit de mesure du capteur
est modélisé par un bruit blanc gaussien de va-
riance o2.

4.2 Application des outils présentés

Pour modéliser le bruit du capteur, on suppose
un bruit blanc gaussien. On peut donc associer
a ce capteur une densité de probabilité et une
fonction de croyance vérifiant le principe du
maximum de nécessité, pl [z, v] (y). Cette fonc-
tion décrit la plausibilité de mesurer un signal
d’une puissance y sachant que la source du si-
gnal est a une distance = et que le ceefficient



d’atténuation de ce signal est v. Appliquant
le principe de vraisemblance selon une ap-
proche possibiliste ou bayésienne, on est alors
capable de caractériser une information sur la
distance entre la source et la capteur connais-
sant une mesure y et sachant que le parametre
caractérisant I’environnement v appartient a un
intervalle donné [v1, 1»]. Les fonctions contours
résultantes de ces deux approches sont tracées
dans les figures 1 et 2 (en rouge la méthode pos-
sibiliste, en bleu celle dérivée des fonctions de
croyance).

Figure 2 —pl|y,v € [1,5]] (x)

A priori, le comportement obtenu a 1’aide de
la méthode dérivant du théoreme de Bayes

généralisé semble plus satisfaisante. En effet,
lorsque I’incertitude sur le parametre 1i€ a I’en-
vironnement est faible, la méthode liée aux
fonctions de croyance est capable de discrimi-
ner une position plausible. A I’inverse, lorsque
I’incertitude est grande sur le parametre lié
a I’environnement et que la prudence semble
étre de mise, la méthode issue de la théorie
des possibilités discrimine plus la décision que
celle issue des fonctions de croyance. On re-
marque que la méthode possibiliste résume les
meilleurs cas possibles de la théorie des pro-
babilité pour tous les v potentiel. Des travaux
complémentaires semblent nécessaires afin de
mieux caractériser l'inférence découlant du
théoreme de Bayes généralisé, elle semble plus
appropriée pour modéliser la réponse d’une
source devant décider sur un espace continu
dans le cadre de la théorie des fonctions de
croyance.

5 Conclusion

La théorie des fonctions de croyance appliquée
a des cadres de discernement continus est une
thématique riche, offrant beaucoup de pos-
sibilit€s, mais soulevant aussi de nombreux
problemes d’ordre applicatifs. Si nous avons
vu dans notre travail qu’elle induit de nou-
velles techniques d’inférence, elle souleéve aussi
beaucoup de questions. En effet, quel est I’ob-
jet que I’on manipule apres 1’application d’une
approche bayésienne du principe de vraisem-
blance. Est-ce vraiment toujours une fonction
de croyance dans la mesure ol nous sommes
incapables d’en décrire les éléments focaux ?
Ce n’est en tout cas pas une fonction de pos-
sibilité¢ puisque les éléments focaux, si 1’on
pouvait tous les décrire, ne sauraient pas tous
étre emboités. Une chose est siire, des travaux
complémentaires seront nécessaires afin d’ana-
lyser I’objet ainsi créé. Des tentatives de forma-
lisation en utilisant la théorie des capacités [4]
sont étudiées.
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