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Résumé :
La théorie des fonctions de croyance est un formalisme

mathématique permettant de modéliser les imperfections
d’une source d’information d’une manière plus riche que
les probabilités. L’un des outils les plus puissant réalisé
à l’aide ce cadre de travail est le théorème de Bayes
généralisé. Il nous permet de faire des inférences sans
avoir de connaissance a priori sur l’occurrence de cer-
tains phénomènes. Toutefois, tel qu’il est formulé dans la
littérature, il ne permet pas de travailler sur un espace de
décision continu. Après avoir mis en lumière les limites
de l’approche classique, nous avons adapté le principe de
vraisemblance afin de pouvoir décider sur un cadre de
discernement continu. Nous avons appliqué ces résultats
afin de déterminer la plausibilité qu’une mesure effectuée
dans un environnement incertain soit due à un paramètre
donné.

Mots-clés :
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Abstract:
The theory of belief functions is a mathematical frame-

work used to model the imperfections of a source of in-
formation in a finnier way than probabilities. One of the
most powerful tool built with this formalism is the ge-
neralized Bayes theorem. It allows us to define inference
without using a priori knowledge on the occurrence of
some events. Unfortunately, we cannot use it to take de-
cision on a continuous framework. Hence, after having
raised this problem, we have proposed a way to deal with
it. We have applied the results obtained in order to des-
cribe the plausibility that a measure taken in an uncertain
environment be generated by a particular parameter.

Keywords:
Continuous belief function, generalized Bayes theo-

rem, uncertain environment, sensor.

1 Introduction

Depuis quelques temps, des travaux tentent de
généraliser les approches sur les fonctions de
croyance discrètes aux fonctions de croyance

continues [17, 15]. Toutefois dans ces ap-
proches, l’objectif a souvent été de faire de la
classification sur un cadre de discernement dis-
cret avec des données continues [12]. Aussi,
même si à l’origine, l’incertitude se situait sur
des données physiques continues, la décision
s’effectuait sur des quantités discrètes. Des ap-
proches ont néanmoins été proposées pour faire
de l’estimation de paramètres continus avec les
fonctions de croyance [3, 1, 9]. Toutefois, cer-
tains aspects de ce problème ont pour l’ins-
tant été éludés. Il n’a pas été proposé d’ap-
proches du théorème de Bayes généralisé per-
mettant de faire de l’estimation de paramètres.
Hors, le fait de prendre des décisions sur des en-
sembles continus fait apparaı̂tre des difficultés
qui n’existent pas lorsque que l’on travaille sur
un cadre de discernement discret et fini. En uti-
lisant l’approche suggérée par le théorème de
Bayes généralisé, on en vient à générer des
fonctions de croyance dont les éléments focaux
semblent difficiles, voire impossibles à décrire.
Dans cet article, après un bref rappel sur les
fonctions de croyance discrètes, nous intro-
duirons les notions nécessaires à l’énoncé du
théorème de bayes généralisé. Puis, mettant en
évidence ses limites dans un cadre continu, nous
étudierons différentes méthodes pour surmonter
ces difficultés. Enfin, pour illustrer nos propos,
nous prendrons comme exemple le cas de l’es-
timation d’un paramètre à partir d’une mesure
effectuée dans un environnement incertain.



2 Fonctions de croyance sur un
espace produit et théorème de
Bayes généralisé

La théorie des fonctions de croyance est un
cadre mathématique pour décrire des informa-
tions incertaines. Plus riche que les probabi-
lités, il permet entre autres de mettre une masse
sur un ensemble indépendamment des sous-
ensembles qu’ils le composent. Ceci à une
grande importance du point vu sémantique et
opérationnel.

2.1 Introduction aux fonctions de croyance

Lorsque l’on travaille avec des fonctions de
croyance, le premier point est de définir l’es-
pace sur lequel on s’exprime. Ce dernier est
communément appelé cadre de discernement.
C’est un ensemble fini d’éléments disjoints
deux à deux noté Ω. L’ensemble des parties de
Ω est noté 2Ω. Par la suite, pour caractériser
une information sur ce cadre de discernement,
on définit une fonction de croyance. Une fonc-
tion de masse est une applicationmΩ de 2Ω dans
r0, 1s qui satisfait la condition de normalisation¸
A�Ω

mΩ pAq � 1. On appelle masse élémentaire

de A la valeur mΩ pAq avec A � Ω. Si l’on
sait qu’une hypothèse h est vraie, on peut no-
ter la fonction de masse mΩ rhs. Un ensemble
A appartenant à 2Ω est un élément focal de mΩ

si sa masse élémentaire est strictement positive.
On dit d’une fonction de masse qui n’a qu’un
seul élément focal qu’elle est catégorique. On
la note mΩ

D où D est l’élément focal de la fonc-
tion. Si cet élément est Ω, le cadre de discerne-
ment, elle est dite vide. Une fonction de masse
dont les éléments focaux sont emboités est dite
consonante.

D’une fonction de masse mΩ découle pour tout
X � Ω l’expression des fonctions de croyance
suivantes :
– fonction de crédibilité :

belΩ pXq �
¸

A�X,A�H

mΩ pAq (1)

– fonction de plausibilité :

plΩ pXq �
¸

A�Ω,AXX�H

mΩ pAq (2)

– fonction de communalité :

qΩ pXq �
¸
X�A

mΩ pAq (3)

Pour fusionner les avis des deux sources d’in-
formation, on peut utiliser la règle de com-
binaison conjonctive. Soit deux fonctions de
masse mΩ

1 et mΩ
2 , la fonction de masse qui

résulte de leur combinaison conjonctive notée
mΩ

1 X©mΩ
2 � mΩ

1 X© 2 est donnée par la relation :

mΩ
1 X© 2 pAq �

¸
XXY�A

mΩ
1 pXqm

Ω
2 pY q , @A � Ω

(4)
On peut exprimer cette égalité plus simplement
avec les fonctions de communalité :

qΩ
1 X© 2 pAq � qΩ

1 pAq q
Ω
2 pAq , @A � Ω (5)

Supposons que plusieurs fonctions de croyance
puissent caractériser une même source d’infor-
mation. Le principe de moindre engagement sti-
pule que l’on doive choisir celle qui implique
le moins d’engagement afin de ne pas présumer
d’une information que l’on ne possède pas. Pour
caractériser cet engagement, cela présuppose
l’existence d’une relation d’ordre entre les fonc-
tions de croyance. Parmi les plus utilisées fi-
gurent celle suivant la plausibilité et celle sui-
vant la communalité :
�
@A � Ω, plΩ1 pAq ¤ plΩ2 pAq

�
ô
�
mΩ

1 �pl m
Ω
2

�
(6)�

@A � Ω, qΩ
1 pAq ¤ qΩ

2 pAq
�
ô
�
mΩ

1 �q m
Ω
2

�
(7)

Bien souvent, on a besoin d’exprimer nos
croyances sur plusieurs cadres de discerne-
ments simultanément. Par exemple, on peut
avoir des croyances sur la vitesse d’un véhicule
en fonction de sa nature. Nous allons donc
introduire la notion de croyance sur un es-
pace produit et les résultats et concepts qui en
découlent, notamment le théorème de Bayes
généralisé.



2.2 Notions liées aux espaces produits

Dans cette partie, nous allons utiliser les nota-
tions présentées dans [11]. Notons la fonction
de masse ayant pour cadre discernement l’es-
pace produit Ω � Θ, mΩ�Θ. Bien souvent, les
fonctions de croyance dont nous disposons ne
sont pas décrites dans ces espaces produits. On
va alors devoir définir quatre types de transfert
de masses.

Définition 1 (Marginalisation). Soit une fonc-
tion de masse sur Ω. On appelle marginalisation
le transfert de masse sur Ω tel que pour tout A
dans Ω :

mΩ�ΘÓΩ pAq �
¸

tB�Ω�Θ|ProjpBÓΩq�Au

mΩ�Θ pBq

(8)
où Proj pB Ó Ωq est la projection de B sur Ω.

Définition 2 (Extension à vide). Soit une fonc-
tion de masse sur Ω, mΩ. Soit l’ensemble des
fonctions de masse sur Ω � Θ dont la margi-
nalisation sur Ω est mΩ. On appelle extension
à vide la fonction de masse de cet ensemble de
moindre engagement au sens de la communa-
lité. Elle est définie par :

mΩÒΩ�Θ pBq �

"
mΩ pAq si B � A�Θ
0 sinon

(9)

Dans la pratique, si on exprime une opinion sur
Ω et que l’on en vient à faire des hypothèses sur
Θ, on a besoin d’exprimer le conditionnement
d’une fonction de masse.

Définition 3 (Conditionnement). Soit une fonc-
tion de masse mΩ�Θ. On apprend par la suite
que la condition D dans Θ est vérifiée. On peut
alors appliquer le conditionnement suivant.

mΩ rDs �
�
mΩ�Θ

X©mΘÒΩ�Θ
D

	ÓΩ

(10)

Réciproquement, on peut vouloir
déconditionner une fonction de masse.

Définition 4 (Déconditionnement).

mΩ rDsòΩ�Θ
�
A�D Y Ω�D

�
� mΩ rDs pAq

(11)

Ces transformations vérifient le principe de
moindre engagement.

2.3 Théorème de Bayes généralisé

En utilisant les outils présentés précédemment
on peut obtenir le théorème de Bayes
généralisé. En effet, supposons d’une part
que nous disposions de modèles pour décrire
la réponse d’un système sous certaines hy-
pothèses mΩ rθis, θi appartenant à Θ. De
plus, supposons d’une autre part que l’on ait
la certitude que X � Ω soit vraie, on peut
modéliser cette information par une fonction de
masse catégorique mΩ

X . Ainsi, l’intuition nous
pousse à combiner conjectivement ces sources
d’informations. Pour se faire, il nous faut
réaliser un déconditionnement et une extension
à vide. Au final, pour récupérer a posteriori une
fonction de masse sur l’espace des hypothèses
de modélisation, il faut appliquer une margina-
lisation. Ces transformations se résument par
l’égalité suivante :

mΘ rXs �

$''% X©
iPv1,nw

mΩ rθis
òΩ�Θ

X©mΩÒΩ�Θ
X

,//-
ÓΘ

(12)
On démontre à partir de là l’une des formula-
tions du théorème de Bayes généralisé [16] ci-
dessous présentée.

Théorème 1. Théorème de Bayes généralisé
Soit deux cadres de discernement Θ et Ω. Sup-
posons que l’on connaisse mΩ rθis pour tout
θi � Θ. Si l’on sait avec certitude que la condi-
tion X est vérifiée (X � Ω), on montre que l’on
peut obtenir la fonction de massemΘ rXs grâce
à la relation :

mΘ rXs pAq �
¹
θiPA

plΩ rθis pXq �

¹
θiPA

�
1� plΩ rθis pXq

� (13)



On remarque [14] que grâce à cette relation on
peut en déduire l’égalité suivante :

plΘ rXs pAq � 1�
¹
θiPA

�
1� plΩ rθis pXq

�
(14)

En posant :

plΩ rAs pXq � 1�
¹
θiPA

�
1� plΩ rθis pXq

�
(15)

Il en découle le principe de vraisemblance dans
le cadre des fonctions de croyance :

plΘ rXs pAq � plΩ rAs pXq (16)

Ainsi, la fonction de vraisemblance apparaı̂t
être égale à la fonction de plausibilité. Selon ce
principe, la vraisemblance de l’hypothèse A sa-
chant que l’hypothèse X est vraie est égale á la
vraisemblance de X sachant que l’hypothèse A
est vraie. Dans cette approche, le cadre de dis-
cernement, Θ est discret. On se rend compte que
lorsque l’on considère un cadre de décision fi-
nal continu, notre relation n’est pas applicable
directement de manière triviale. De plus, l’en-
semble des éléments focaux générés à l’issue de
cette inférence est loin d’être facile à décrire.
Nous allons donc dans la suite proposer des
stratégies pour éviter cet écueil.

3 Une approche continue pour les
inférences crédibilistes

Utiliser un indice pour représenter l’ensemble
des éléments focaux d’une fonction de croyance
est pratique lorsque l’on veut les manipuler de
manière efficace. Dans cette partie, nous allons
commencer par présenter une approche de la
notion de fonction de croyance continue sur
des réels fondée sur la définition d’une fonction
décrivant l’ensemble des éléments focaux. Ceci
reprend les travaux présentés par [7, 6, 5].

3.1 Introduction aux fonctions de croyance
continues

On cherche à caractériser une croyance surR
n

à
l’aide d’une mesure de probabilité µBpRnq. L’en-
semble des éléments focaux associés à cette

croyance est noté F
�
µBpRnq

	
. Si on peut lui as-

socier une application f I surjective dite fonc-
tion indice telle que :

f I : I P B
�
R
l
	

ÝÑ F
�
µBpRnq

	
y ÞÝÑ f Ipyq

On peut considérer que µBpRnq est une me-
sure positive sur l’espace mesurable pI,BpIqq
qui vérifie la condition de normalisation»
I

dµBpRnqpyq ¤ 1. Si pour tout A dans B
�
R
n�

,

les ensembles définis ci-dessous sont des
boréliens :

F�A � ty P I|f Ipyq � Au
FXA � ty P I|

�
f Ipyq X A

�
� Hu

F�A � ty P I|A � f Ipyqu
(17)

On appelle la mesure positive associée me-
sure crédale et on peut définir des fonctions de
croyance telles que pour tout A P B

�
R
n�

:

belBpR
nqpAq �

»
F�A

dµBpRnqpyq

plBpR
nqpAq �

»
FXA

dµBpRnqpyq

qBpR
nqpAq �

»
F�A

dµBpRnqpyq

(18)

On note que l, la dimension de I (l’espace d’in-
dices), ne dépend pas de n, la dimension de
l’espace sur lequel on exprime une croyance.
Par exemple [15] propose d’utiliser des par-
ties de R2 pour décrire les éléments focaux
de croyance exprimée sur R alors que [2] uti-
lisent un espace d’indices de dimension 1 pour
décrire les éléments focaux d’une fonction de
croyance gaussienne surRn. Une règle de com-
binaison souvent utilisée est la règle conjonc-
tive qui est aussi valide dans ce formalisme. On
retrouve alors une propriété déjà connue dans le

cas discret. Soit µ
BpRnq
1 et µ

BpRnq
2 deux mesures

crédales, lorsqu’on les combine en utilisant la
règle de combinaison conjonctive, on obtient

une mesure crédale µ
BpRnq
1 X© 2 qui vérifie l’égalité :

q
BpRnq
1 X© 2 pAq � q

BpRnq
1 pAq � q

BpRnq
2 pAq (19)



On peut aussi démontrer que pour une même
croyance, il existe plusieurs façons de décrire
l’ensemble des éléments focaux. Soit f I1 et f I2 ,
deux fonctions indices associées aux mesures
crédales µ

BpRnq
1 et µ

BpRnq
2 . Supposons ϕ, une

fonction de changement de variable telle que
ϕ py1q � y2 implique f I1 py1q � f I2 py2q. Ces
mesures crédales sont identiques si :

dµ
BpRnq
1 py1q � |det pϕ1 py1qq | dµ

BpRnq
2 pϕ py1qq

(20)

La question est souvent de savoir comment
créer une fonction de croyance. On peut suppo-
ser que l’on connaı̂t une probabilité décrivant le
phénomène. Selon la manière dont cette proba-
bilité est considérée, on peut proposer plusieurs
façons de générer une fonction de croyance à
partir d’elle [5]. La première, dérivant de la
théorie des possibilités consiste à appliquer le
principe de maximum de nécessité [8, 10]. Elle
présuppose que la probabilité P (de densité fd)
que l’on manipule est objective. Les éléments
focaux d’une telle fonction de croyance sont
les α-coupes de la densité de probabilité notées
f Icspαq. On a les relations :

pl
BpRnq

pxq � 1� P
�
f Icspfd pxqq

�
(21)

i.e. :
dµ
BpRnq

pαq � αdV pαq (22)

Où V prα, αmaxsq � λ
�
f Icspαq

�
et λ est la me-

sure de Lebesgue.

La deuxième dérive d’une idée proposée par
Ph. Smets [15]. Elle consiste à considérer que la
source à l’origine de la probabilité dont on dis-
pose modélise son information en représentant
son problème sur des ensembles mais prend
ses décisions sur des singletons, répartissant
les masses des ensembles sur des points. Cette
transformation, appelée transformation pignis-
tique, produit une probabilité pignistique sou-
vent notée BetP (sa densité est notée betf )
[13, 5]. Pour une densité de probabilité donnée,
il existe une infinité de fonctions de croyance.
Cet ensemble est noté BIsopBetP q. L’enjeu est

de choisir une fonction dans cet ensemble. On
considère souvent dans ce cas la fonction de
moindre engagement au sens de la communa-
lité [15, 18, 6]. Cette dernière, dont les éléments
focaux sont les α-coupes de betf , vérifie :

dµ
BpRnq

pαq � λ
�
f Icspαq

�
dλ pαq (23)

Ceci constitue les outils de base dont nous
disposons pour construire des fonctions de
croyances.

3.2 Une approche possibiliste du principe
de vraisemblance

Comme nous avons pu le constater dans la sec-
tion 2, il est difficile d’appliquer directement
les résultats du théorème de Bayes généralisé
afin de réaliser une inférence lorsque l’on tra-
vaille avec les fonctions de croyance conti-
nues. Aussi, nous devons mettre en œuvre des
stratégies afin de faciliter le calcul d’une fonc-
tion de croyance qui représenterait l’informa-
tion mise à jour après l’arrivée de nouvelles
données. Supposons un espace cartésiens X�Y
où X est par exemple l’espace des paramètres
et Y est l’espace des mesures. Supposons que
l’on connaisse la plausibilité d’avoir une me-
sure y appartenant à un ensemble Y de Y sa-
chant que le paramètre x qui caractérise les ob-
servations possibles appartient à X , un sous-
ensemble de X . On va se retrouver en présence
d’une famille de fonctions de croyance qui va
caractériser la plausibilité d’observer une me-
sure donnée pour un paramètre fixé. La ques-
tion est de savoir si l’on est capable de ca-
ractériser la plausibilité qu’une la mesure y
donnée par un capteur soit due à un paramètre x.
Pour caractériser cette plausibilité, on peut uti-
liser le principe de vraisemblance. Ainsi, au fi-
nal il faut connaı̂tre plY rXs pY q. Typiquement,
cette plausibilité peut-être caractérisée pour la
famille de fonctions de croyance dont les plau-
sibilités sont dans l’ensemble

�
plY rxs

�
xPX

. On
peut réutiliser l’approche préconisée dans [1] et
choisir la fonction de plus grand engagement au
sens de la plausibilité qui domine cet ensemble.



On a alors l’égalité suivante :

plX rY s pXq�plY rXs pY q�max
xPX

v
plY rxs pY q

w
(24)

On remarque que l’on obtient alors la méthode
utilisée dans la théorie des possibilités pour
mettre à jour l’information. Cette approche,
même si elle a le mérite de fonctionner, semble
ne pas tirer pleinement partie de la richesse
du formalisme des fonctions de croyance pour
réaliser une inférence, notamment parce qu’elle
réduit une famille de fonctions de croyance
à une fonction de croyance consonante avant
même d’essayer d’appliquer les processus de
déconditionnement, d’extension à vide et de
marginalisation. Dans la sous-partie qui suit,
nous allons proposer une méthode pour pallier
à ce défaut.

3.3 Une approche bayésienne du principe
de vraisemblance

Dans le cadre discret, on peut caractériser une
inférence en utilisant le principe de vraisem-
blance. Ce principe est lié au théorème de Bayes
généralisé [14]. On peut réécrire l’équation (14)
afin d’exprimer des croyances sur un cadre de
discernement continu. L’idée est de passer de
l’expression d’un produit que l’on ne sait pas
calculer à celle de l’intégrale d’un logarithme
que l’on peut exprimer analytiquement. On ob-
tient ainsi :

plY rXs pY q �

1� exp

$'%
»
X

ln
v
1� plY rxs pY q

w
dx

,/- (25)

Ceci n’a pas résolu le problème de la descrip-
tion des éléments focaux, toutefois cette astuce
nous permet de caractériser la plausibilité des
évènements qui nous intéresse. Comme nous
l’illustrerons par la suite, même s’il ne nous faut
considérer au final que la fonction contour de
notre fonction de plausibilité, cette approche ne
se réduira pas systématiquement à l’approche
présentée précédemment.

4 Application à l’estimation d’état

Dans notre cas, nous voulons remonter, grâce
à des mesures, aux valeurs décrivant un
phénomène physique, en supposant que ces me-
sures dépendent de l’environnement dans lequel
elles sont prises et qui se trouve être incertain.

4.1 Définition du problème

Soit un vecteur d’état x qui décrit le système
observé et un vecteur d’observation y. On sup-
pose l’existence d’un vecteur de paramètre ν
dépendant d’un environnement incertain. On
décide dans notre cas que h, la fonction d’ob-
servation telle que h px, νq � y, est inversible.
Un choix possible pour la fonction h est :

h : X � V ÝÑ Y

px, νq ÞÝÑ
Po

1� x2
� e�νx � y

(26)

On peut interpréter cette équation comme étant
la perte en puissance d’un signal en fonction
de la distance x du récepteur à la source en
prenant en compte la dispersion géométrique
de la puissance et le cœfficient d’affaiblisse-
ment du signal ν lié aux pertes engendrées par
la propagation d’une onde dans un milieu ho-
mogène. L’objectif est de remonter à une es-
timation du vecteur d’état, c’est-à-dire la dis-
tance entre la source et le récepteur x, connais-
sant la puissance d’émission de la source, une
mesure de puissance y au niveau du récepteur
et l’ensemble auquel appartient le paramètre ν
(ν P rν1, ν2s). Le bruit de mesure du capteur
est modélisé par un bruit blanc gaussien de va-
riance σ2.

4.2 Application des outils présentés

Pour modéliser le bruit du capteur, on suppose
un bruit blanc gaussien. On peut donc associer
à ce capteur une densité de probabilité et une
fonction de croyance vérifiant le principe du
maximum de nécessité, pl rx, νs pyq. Cette fonc-
tion décrit la plausibilité de mesurer un signal
d’une puissance y sachant que la source du si-
gnal est à une distance x et que le cœfficient



d’atténuation de ce signal est ν. Appliquant
le principe de vraisemblance selon une ap-
proche possibiliste ou bayésienne, on est alors
capable de caractériser une information sur la
distance entre la source et la capteur connais-
sant une mesure y et sachant que le paramètre
caractérisant l’environnement ν appartient à un
intervalle donné rν1, ν2s. Les fonctions contours
résultantes de ces deux approches sont tracées
dans les figures 1 et 2 (en rouge la méthode pos-
sibiliste, en bleu celle dérivée des fonctions de
croyance).
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Figure 1 – pl ry, ν P r1, 2ss pxq
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Figure 2 – pl ry, ν P r1, 5ss pxq

A priori, le comportement obtenu à l’aide de
la méthode dérivant du théorème de Bayes

généralisé semble plus satisfaisante. En effet,
lorsque l’incertitude sur le paramètre lié à l’en-
vironnement est faible, la méthode liée aux
fonctions de croyance est capable de discrimi-
ner une position plausible. À l’inverse, lorsque
l’incertitude est grande sur le paramètre lié
à l’environnement et que la prudence semble
être de mise, la méthode issue de la théorie
des possibilités discrimine plus la décision que
celle issue des fonctions de croyance. On re-
marque que la méthode possibiliste résume les
meilleurs cas possibles de la théorie des pro-
babilité pour tous les ν potentiel. Des travaux
complémentaires semblent nécessaires afin de
mieux caractériser l’inférence découlant du
théorème de Bayes généralisé, elle semble plus
appropriée pour modéliser la réponse d’une
source devant décider sur un espace continu
dans le cadre de la théorie des fonctions de
croyance.

5 Conclusion

La théorie des fonctions de croyance appliquée
à des cadres de discernement continus est une
thématique riche, offrant beaucoup de pos-
sibilités, mais soulevant aussi de nombreux
problèmes d’ordre applicatifs. Si nous avons
vu dans notre travail qu’elle induit de nou-
velles techniques d’inférence, elle soulève aussi
beaucoup de questions. En effet, quel est l’ob-
jet que l’on manipule après l’application d’une
approche bayésienne du principe de vraisem-
blance. Est-ce vraiment toujours une fonction
de croyance dans la mesure où nous sommes
incapables d’en décrire les éléments focaux ?
Ce n’est en tout cas pas une fonction de pos-
sibilité puisque les éléments focaux, si l’on
pouvait tous les décrire, ne sauraient pas tous
être emboı̂tés. Une chose est sûre, des travaux
complémentaires seront nécessaires afin d’ana-
lyser l’objet ainsi créé. Des tentatives de forma-
lisation en utilisant la théorie des capacités [4]
sont étudiées.
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