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“Si les fleuves et les mers peuvent étre les rois des vallées,
c’est qu’ils savent si bien se placer plus bas qu’elles.”
Lao Tseu.






1 Introduction

La présente étude est liée & des problémes posés par 'ingénierie des réservoirs pé-
troliers. La complexité du milieu, le sous-sol, qui est trés hétérogéne et irrégulier, rend
trés complexe sa modélisation, en vue de simulations numériques. De plus nous ne pou-
vons mesurer les propriétés du sous-sol que sur de petits échantillons, ce qui nous donne
une connaissance trés partielle du milieu. Des méthodes géostatistiques nous permettent
d’établir un modéle aléatoire pour les caractéristiques du milieu. Nous regarderons plus
particuliérement le comportement de la perméabilité. Ce modéle se construit notamment
a partir de la loi de la perméabilité locale et des corrélations, estimées d’aprés les données
empiriques.

Si les variations locales ne sont pas complétement erratiques, la théorie de I’homogé-
néisation établit pour de larges classes de systémes, que le comportement des coefficients
hétérogénes a grande échelle est asymptotiquement celui d’un systéme du méme type,
a coefficients constants, appelés coefficients homogénéisés. C’est un probléme typique de
changement d’échelle (upscaling). L’analyse multirésolution permet d’approcher par des
méthodes numériques les coefficients homogénéisés. C’est & cette approche de I’homogé-
néisation que nous nous intéressons dans cette étude.

Nous chercherons a établir plus particuliérement le coefficient homogénéisé de la per-
meéabilité de I’équation dérivant de la loi de Darcy [1]:

—divk(z) Vp(z) = f(z),

dans un domaine @, ou k(x) représente la perméabilité du milieu au point z € @ et f est
le terme source. Cette équation est trés utilisée dans I'ingénierie pétroliére. En effet, en
régime permanent, ’écoulement d’'un fluide monophasique incompressible dans un milieu
poreux hétérogéne saturé, est régi par le systéme d’équations suivant :
- La loi de Darcy:
u(z) = —k(z)Vp(z),

ot u(z) est le flux du fluide, k(x) est la conductivité hydraulique et Vp(x) est le
gradient de pression local. De plus nous avons k(z) = a(z)/u, a(z) désignant la
perméabilité du milieu et p la viscosité du fluide.

- L’incompressibilité se traduit par:
divu(z) =0.
En combinant ces deux équations, nous obtenons I’équation & résoudre:
—divk(z)Vp(z) = 0.
Dans un premier temps, nous définirons une analyse multirésolution et nous présente-
rons une procédure de réduction d’une classe d’équations par une analyse multirésolution.

Cette procédure sera étudiée plus particuliérement dans la base de Haar. Nous présen-
terons ensuite des approches classiques de I’homogénéisation, puis une approche par une



analyse multirésolution, qui fait appel a la procédure de réduction d’équations. Nous étu-
dierons alors 'opérateur —V.(a(z)V). qui permet d’approcher le coefficient homogénéisé
de la perméabilité de ’équation de Darcy pour des dimensions supérieures a I'unité. Cette
approche restreint cependant la classe des fonctions représentant la perméabilité. Nous
présenterons enfin quelques applications numériques du calcul de coefficient homogénéisé
par une analyse multirésolution. Ces applications se feront, dans un premier temps par
la méthode de réduction d’équations dans la base de Haar, puis par celle qui permet la
réduction de Popérateur —V.(a(z)V).

2 Analyse multirésolution

2.1 Cas général
Définition 2.1 Une analyse multirésolution de L*(Q), on Q = R?, consiste en une suite
(Vi)jez de sous-espaces fermés de L*(2) tels que :
a) - CVoCViCVyCV 1 CVoC---
b) (V; ={0} et | JV; =L*(Q).
JEL jJEZ
c¢) V; est engendré par la base orthonormée :

{dl@) =27%6 27— k) ke z'}

pour une certaine fonction ¢ appelée la fonction d’échelle.

d) ¢ satisfait :
6(5)=v2 Y mole— k),
kezd
ot { hy,k € 29} € 1%(Z9) .
Cette derniere propriété est équivalente a :
d’) Si f(z) € Vo alors f(x — k) € Vy, Vk € Z°.
f(z) € Vj si et seulement si f(2z) € V;_;.

Si  est un domaine de R¢, il faut modifier les fonctions prés du bord de Q. Sauf pour
le cas de la base de Haar, ol cette définition reste correcte.
Si Q est borné, il existe une échelle plus grossiére V; alors a) s’écrit Vo C Vo1 C V.5 C

.-+, et b) s’écrit: ﬂijVO.
JEN
Soit WW; le complément orthogonal de V; dans V;_;, nous avons donc
Via=V;eW;.

W, est engendré par 2¢ — 1 fonctions vérifiant :
{wi(x) —2 Yy 7z—k) ke Zd} ,
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ou v appelée ondelette, satisfait
x
6 (5) = V2 Y abla—k),
kezd
avec { gp,k € 2%} € 12(Z9).

L’ondelette 1 est caractérisée par { gy,k € Z?}, qui n’est pas unique.

Nous noterons P; et (); les opérateurs de projection orthogonale de L?*(Q2) sur V; et
W; , respectivement (nous avons Q11 = P;j — Pj41).

Soit S un opérateur linéaire sur L?(R%), et S; sa restriction sur V; (S; = P;SP;).
Comme V; = V; 11 ® Wjy1 et S; : V; — V; nous avons

S. — ASJ st
! Cs; Ts; )

S; : Vimi®eWi = Vi @ Wi,

X A
ou  Ag; = Qj118;Qj11 : Wipn = Wi,
A
Bs; = Qjn1S;Pit1 : Wit = Viga,
A
Cs; = Pj11S8;Qj11 = Viy1 = Wi,

A
Ts; = Pj1aS;i Py ¢ Vigr = Vi,

(Tsj = Sj—l—l) .
Notons encore s, = Pji1z et d; = Qj11x, les projections de z € L*(Q) sur Vj;; et
W41 respectivement.
Considérons :
Sj.T = f, (1)

onzx€Vet feV;.
L’équation (1) équivaut a:

(e ) (5)-(5) g

ou dy, df € Wjy1 et sz, s € V.
En supposant Ag, inversible, et remarquant que d, = Agjl(df — Bs; s;) nous avons

(Ts, = Cs, 45! Bs, ) 5. = s — Cs, A5y,
qui est I’équation réduite, et 'opérateur
Rs;, = Ts, — CsjAglesj ;
est la réduction d'un pas de l'opérateur S;, aussi appelé le complément de Schur.
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2.2 Exemples
2.2.1 Exemple 1

Dans la base de Haar, les fonctions d’échelle et les ondelettes sont définies simplement.
En effet, si nous prenons d = 1 et 2 = [0,1], et ¢(x) = x[o,17(x), V; est engendré par la
base orthonormée :

{(ﬁi(l‘) = 2_%X[k2j,(k + 1)2j[($),/§ =0,--- ’2—]' _ 1} )

et W; est engendré par la base orthonormée:

i

wi(x):2’2 ) —x (x) k=0,---27-1%,

X[ij,(k + %)Qj[( ) [(k + %)Qj,(k +1)27]

et P(z) = ¢(22) — (22 —1).
Il est possible de vérifier que ¢ (g) =2 (%qﬁ(x) + %qﬁ(m - 1)) et ainsi la suite

(Vj) jez est une analyse multirésolution.

2.2.2 Exemple 2

Toujours avec d = 1, et en prenant {2 = R, nous pouvons considérer I’exemple,
ou V, désigne le sous-espace fermé de L?(R) composé des fonctions f dont la trans-
formée de Fourier f est portée par [—m,m]. Vu est engendré par la base orthonormée

{(/52 () = %,k € Z} . En utilisant que

flx) eV, & f(2x) € V;_1,Vf € L*’(R),Vj € Z,

nous construisons la suite (VJ)J ¢z & partir de V. Il est possible de vérifier que cet exemple
conduit & une analyse multirésolution. Pour d’autres exemples nous nous référons a Meyer

[2]-

2.3 Procédure de réduction d’équations par une analyse multiré-
solution

Considérons le systéme de n équations différentielles ordinaires sur L?([0,1]) de la
forme:
Br+q¢+A=K(Az+p), (3)

ou A, B et K sont des opérateurs sur L2([0,1]) & valeurs dans un espace de Hilbert , )
est un parameétre dans H, et p, ¢ et x sont des fonctions de carré intégrable définies sur



[0,1] & valeurs dans H .
Un exemple représentatif de (3) est I’équation intégrale :

pour tout ¢ € [0,1]
(I + B(t)x(t) + q(t) + A = / (A(s)2(s) + p(s))ds,

ou A et B sont des matrices n X n, p et ¢ des vecteurs de taille n et x le vecteur solution

(4)

de taille n.
Ainsi A et B sont les opérateurs dont I'action sur x est point par point la multiplication

par A et B, et K est I'opérateur intégral de noyau:
1 si O0<s<t
K(sit) = { 0 sinon.

Nous considérons la décomposition de L?([0,1]) par Vo C V_1--- C V; C -+ -, puis nous

projetons (3) sur V;, avec j < 0:
Bjxj +4q; + A= Kj(ijj +pj) , (5)
A A
B, = P,BP;,

et ; est la solution de cette équation (5). Nous cherchons une relation de récurrence sur

Ag), Bg), pg), q,(f) pour k = j,--- ,0, tel que x,(c ). la projection de z; sur Vj, satisfasse:

Notons:

-A(]) = QkG,(Qle;
BY, 2 @G\,
Cg)k = lPnglek ;
7-(9') PkaJ Py,

o G=A ou B, et ¢ est un facteur d’échelle, il est généralement de l'ordre de grandeur



de Qrz;, et:

1>

1
- QrKQy,
€k

[1>

1
_QkKPk )
€k

[1>

1
_PkKQk 3
A
Tk x = B KP; .
D’aprés Brewster et al. [3] nous avons:

Proposition 2.2 Pour tout k = j,---,0, nous avons les relations de récurrence sui-

vantes :

. 1 . . .
AP = T - G (8, - BesTE) - sl
By = Tg) - iCuBg)

k
) N —1 ; - j
~& (8 — Car AR.) O™ (B — BT, — e

et
. . . N—1
p = 5= AR (b~ st~ Aepf).

(]l(cj) = Sé?lz — EiCK kDg()],l)c - Ei (C(BJ,),c — CK,kAK,k) Fk]) (D BK kS & Gk.A DI()jk) ,

ot ' s
51512 P q() S(] = 1(61)1’
A A
= Q kG D‘J = Q s

et
A ) .
:Agk GkBKkCAk—CkAK,kAX?ka

est supposé inversible.
Le facteur d’échelle €, met en évidence le fait que A(J) B,(c), p,(c), q,(f) sont égaux

aux projections sur V de Akll, B,(j)l, p,(c)l, q,(j)l respectivement, réduites d’un terme

dépendant de ce facteur d’échelle.

Preuve En suivant la preuve de Brewster et al. [3] supposons connu Agzl, Bgzl, Ky 1,

pl(c])l et (Z(]) de I’équation :
ngjzl 335321 + q,(cjzl + A = kal (Agg ) x;ﬂ )1 _+_p(.7) )
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Comme Vj_; = Vi & W}, nous avons

xg)l—Px(] +Qk$k 1°

Notons:
u 2 Py :U,(le = :E,(Cj),
et tu 2 Q)
€k
Donc x(J) = u + ;v . Nous avons ainsi

B,(c')1 (u+ exv) + q L F A=K (Aéjzl (u + €xv) —i—p(j) ) :
En projetant cette équation sur Vi et sur Wy, nous obtenons:

Py B,c | (u+ ev) + Py q(j) +A=PK; (Ag)1 (u + exv) +p§€’)1>
QB k 1 (U+€kv)+quk 1= Qe Ky (Affjl (U+€kv)+p(]) ) )

(6)

Oru €V, et v e Wy, ainsi u = Pyu et v = Qxv, nous avons donc:
pBY u = PkB;@lPku:g{;u
PkBgc)lv = ,(cj)levzekC](i)kv,
QrB k 1U = Qk Pku—ekBg)ku
QB v = QBY Quv=AY)v.
De méme:
PKy 1 AY u = PK, P PAY Pou+ PK,  Qp QuAY) Pou
= TKkau—i-ekCKkBAku
P Ky 1A;(€)1U = PkKk—IPkPkAkjfl Qrv+ Py Kk—leQkA,(fEl Qrv
= Tk Cﬁi,’k v+ €, Ck o Aﬁ?k v,
QiK1 A;(c )1 u = QprKip_1 By PkAfcj)l Pou+ QrKy_1 Qr QkAfjfl Pyu
= ekBK,kTi u—i—ekAKkBAku
Qr Ky 1 Ai )1 v = QpKp 1 Py PkA§3 1 Qrv+ Qr K1 Qg QkAi’fl Qrv

Bk CR v+ e Ak g ARy v

Soit A ) A '
Sg/z 4 P]c CI/(c])l ’ S(] pl(CJ)1 7
A
((1}2:_@ qk 15 Déjk_ Qp(]) .



Nous obtenons:
PeKgapk1 = PeKi <5,(,];3 + GkD](,{])c)
= PyKy_1 P, SY) + P Ky Qi D
= TKICS k—i—ekC Dpjlzﬂ

carS GVketD() Wy .
De méme :

QrKi—1pe-1 = QuKi (Sz()jlz + EkDgl)c)

= QK- 1PkSI(,j12+€kaKk 1Qr D
= GkBKkS k+6kAKkD )

En substituant toutes ces égalités dans (6) nous avons:

(7? —EkCKkBXk>u +e (Cg)k—CKkA(’k>v+S§’k e2Cxx D, l)c-|-,\

2 (J) (7)
et . _ .
(Ag,)k - ei Bxk i Cg,)k - 6% Ak i Ag?k) v (8)
=D+ (BK,k T\ + & Aw BR, — BY)) u+ Bic S5, + € Awc DY)
Soit

Agk Gk BKkCAk - fk Ax Ag?k’

que nous supposons inver51ble. De (8), nous obtenons:

v= —C,gj)u r,(f) ,
ol . . ' ' '
c9 2 FO™ (B~ Bru TV, — & Axcs BY, )
et

. N1 )
2 9 (DY)~ By SU) — & Ak DY)

En substituant v dans (7), nous trouvons:

)

[T, — éexnBR, — € (c8) — expAd) )F,gj)_1 (BY), - BcaTd)) — et AxuBY) ) | v
£ (¢
)

N1
+549) — D‘J) &t () — expADy) FO (DY) - BicrSY) - A sDY)) + A
== TK k [T — ch Flg (B BK k7:; k& EkAK kB )
+ Sp?lz — eicf,f,k (D(] k — ¢ Ak, D )] .



Comme u = x,(cj) et Tk = Ky, nous obtenons la Proposition 2.2. O

Nous pouvons ainsi calculer les suites d’opérateurs {A,(Cj)}, {B,(Cj)} et de fonctions

{pg)}, { ,(Cj)}, pour tout £ = j,--- 0.
I est possible ensuite de résoudre I’équation sur chaque Vj, pour tout k = j,---,0,
par une méthode de reconstruction. Nous résolvons I’équation en z” :

BY 2 4 9 1\ = K, (Agj) 2 +pgj)) '

Nous obtenons enfin la suite des solutions {xg)}, pour tout k£ = 7,--- ,0, par 'algorithme
de reconstruction :

Qs xg_j) = ¢ C,E” xgcj) — ¢ Tl(cj)

335321 _ xg) +Q, :r;j) _
C’est-a-dire que nous avons obtenu a j fixé les coefficients, et la solution de 1’équation &
toutes les échelles £ = 7,--- ,0. Dans cette étude nous nous intéressons plus particuliére-

ment & la procédure de réduction. Pour plus de détails sur I'algorithme de reconstruction
nous nous référons a Brewster et al. [3].

2.4 Reésultat d’existence et d’unicité

Supposons que pour k fixé, il existe une sous-suite {n; };cz telle que les limites suivantes

ASC_OO) 2 fim A,(cn’), p,(c_oo) 2 lim p(m)

l—-—o0 Al—>—oo koo (9)
B, = lim By, ¢ = lim ¢,

existent.
D’aprés Brewster et al. [3], nous avons les résultats suivants:

Proposition 2.3 Soit A, B, K des opérateurs bornés de fonctions sur L*(2) a valeurs
dans un Hilbert H, et B — KA a un inverse borné. Alors l’équation :

Bz+g+ A=K (Az+p),

a une unique solution z € L*(Q) a valeur dans H pour tout p,q € L*(Q) a valeur dans H.
De plus il existe jo < 0 tel que pour tout j < jo, B; — K;A; a un inverse borné et

Bjzj+q; +A=K; (Ajz; +p))

a une unique solution x; € V; et x; converge vers x lorsque j tend vers —oc.



Proposition 2.4 Supposons en plus des conditions de la Proposition 2.3, que les suites
{Ag)}, {B,(CJ)}, {p,(cj)}, {q,(cj)}, pour j < jo < 0 et 7 < k <0, vérifient les relations de
récurrence de la Proposition 2.2 et que U’hypothése (9) est satisfaite, alors chaque :r,(c_oo)
satisfait :

Bi_m) xi—oo) + q,(c—oo) - K, (Al(c_OO) x;—oo) +pl(c_00)) ’
xé_oo) est la projection de x sur Vy et B,g_w) - K, A,(c_oo) a un inverse borné,

1B — K, AU < ||(B - KA)™|.

2.5 La procédure de réduction dans la base de Haar

Dans la base de Haar, il est possible d’expliciter les projections et les relations de
récurrence de la Proposition 2.2 pour 1’équation :

Br+g+A=K(Az+p).

Avec A, B et K définis précédemment 1’équation s’écrit sous forme intégrale :

(I + BW)z(t) + q(t) + A = / (A(s)2(s) + p(s))ds (10)

ou A et B sont des matrices n X n, p et g sont des vecteurs et x est la solution vecteur de
taille n. Ainsi dans la base de Haar A;, B, et K;, les projetés de A, B et K sur I’échelle
V; sont de taille (277n) x (277n).

Dans la base de Haar, les représentations matricielles de A ; et B, sont respectivement
(cf Annexe A):

diag {(4;),}' 7",

. i=277-1
et diag {I+ (By),}._, ,
ou j correspond a l’échelle V; de projection, 7 est I'indice d’entrée de la matrice, et [
est la matrice identité n x n. Nous avons noté (A4;), = 277 [ (12 4 s)ds et de méme
=277 f 102 g s)ds.
De plus la representatlon matricielle de K; est (cf Annexe A):

I 0 .00

Ly ! ,
S
I I 1

ol §; =27 (avec j <0).

10



Nous avons donc pour tout s =0,--- ,277 — 1
i—1

(I+(By);) zji+ (g); + A = %51' ((Ay); zji + (pj);) + 6; Z ((Aj)y zjw + (ps)y) » (11)

ou z;; est la solution de:

Notons

(

((A’(“jl)zi - (A’(“j)l)mﬂ) ’
<(B’(“j)1)2z‘ T (B’(cj)l)mﬂ) ’
< Yai (B'(“j)l)QiJrl) ,
( 2 (p’(Ql)ziH) ’
<p§“j*1)2i B (pg)l)zzgq) ’

(S,), & % ((q,(cj_l)% + (q’@l)zm) ,

(Dy); = ¥ ((QI(cj)l)Zi - (QI(cj)l)Zl_H)
Nous obtenons dans la base de Haar (en prenant ¢, = %) (cf Annexe A):
Ak =0, 'A(j)k = diag {(SG)z}zj o ’
By = -1, B G = diag {(DG)z}Zj o ’

i=2"k—
CK,’C = I’ Cé k= dzag {(DG)z}z:?) ' )
_ k
Ty =Ki, TEh=diag{(Se),}=r ",

ou G = A ou B.

En substituant ces inégalités dans les relations de récurrence de la Proposition 2.2,
nous obtenons:

52

(42). = (Sa); — 15 (Da), P ((Ds); + (Sa),) (12)
(B). = (So); — 2 (Da), ~ 2 (Do), ~ (50)) P (Do), + (Sa)) . (13

11



2

et F=1+(Sg),+ %k (Dy),. (14)

16
De plus
(1), = (S — 2 (D), F™* (D) + (55),) (15)
(), = (5~ E (D), ~ & (Do), ~ (W) FH (D), +(5)) - (16)

Nous pouvons alors calculer les suites d’opérateurs {Afj)}, {B,(cj)} et de fonctions

{pg ) } {q,(cj )}, puis obtenir la suite des solutions {mfj )}, par l'algorithme de reconstruc-
tion, comme dans la section 2.3.

Notons que nous avons une équation de la méme forme que (11):
(1+ (B,(j)) Y+ (o) +

= Lo ((49), 48+ (7)) + 8. 3 ((49), e+ (4),) -

/=0

Et sur V4, nous avons:

(I+B(9)) ) g 4 a= (A<)(a)+p8))_

1
2

Nous pouvons remarquer que :
- 1
<I+ (B9). =50 (4?) )
i+1

= (I+ (B}j)) +5 Ls, A‘J )x,” - (q,(j))' 1
1+

s, ( (a>) n <p<a))

2 Pr); kJiv1)

Ceci a une forme similaire au schéma de différences finies. Or la méthode de différences
finies (voir Campillo et al. [4]) est une des méthodes de calcul des coefficients homogénéisés.
Nous présentons ci-dessous d’autres approches de 'homogénéisation.

3 Homogénéisation

3.1 Approche classique

Nous nous restreindrons ici au probléme du type:



sur [0,1], ot a(x) est la perméabilité, f(z) le terme source et u(zx) la solution de 1’équation.
Nous supposons de plus que les conditions au bord sont de type Dirichlet (i.e. u est
constante aux bords), et que a(z) est une fonction périodique, de période € << 1 sur
[0,1]. Pour plus de détails nous nous référons a Jikov et al. |5].

Nous noterons a*(x) La (%), u(z) 2 (£) et fe(z) 2 f(%). En étudiant :

—% (af(x) %ﬂ@) = f(z), (17)

pour des € de plus en plus petits, nous obtenons le comportement des coefficients a(zx)
sur une échelle de plus en plus grossiére. Nous comparons, en fait les caractéristiques des
coefficients sur 1’échelle de taille € et sur une échelle fixée sur [0,1].

Le but est de calculer le coefficient effectif a® lorsque € tend vers 0, tel que:

ou u’(z) est une limite de u¢(x) lorsque € tend vers 0.

Définition 3.1 Nous dirons que la constante a® est le coefficient homogénéisé de a(x)
sur [0,1] si pour tout f € H™'([0,1]) les solutions u¢ du probléme de Dirichlet :

weH o) o - (¢ i) = o),

vérifient les propriétés de convergence :

u®* "= u et af—ut =T a —u,

dx dx
ot u® est la solution du probléme de Dirichlet :

u e H(01]) et - <a %“0(3”0 = fz).

Pour calculer le coefficient effectif a® lorsque le paramétre € tend vers 0, nous présentons
ici deux méthodes classiques.

3.1.1 Meéthode de la limite faible

Soit, p¢(z) £ a‘(z) Lu(z). Nous cherchons & caractériser la limite faible de p¢(z) dans
L?([0,1]): p°(x) = a® Z£u®(x). Or dans le cas unidimensionnel nous avons rot (a(z)) = 0,
et donc d’aprés 'inégalité de Voigt-Reiss (cf Annexe B):

1 1 -1
d=<al>1= (/ —da:) ,
o a()

13



Ainsi u° est la solution du probléme de Dirichlet :

uw’ e Hy ([0,1]) et —<a ' >7" dd—; (u’(2)) = f(z).

3.1.2 Meéthode asymptotique des échelles multiples

Cette méthode est une autre approche du probléme d’homogénéisation, et nous donne
le méme résultat que la méthode de la limite faible vue précédemment, (cf Jikov et al. [5]
et Coult [6]).

Nous considérons la variable y = ¢ comme une variable indépendante de z, elle repré-
sente la variable de fine échelle.

Nous cherchons une approximation de u¢(x) la solution de (17) de la forme:

= —f(.I) )
4 5 I
car aa(y) = 35U (z) . Nous voulons annuler le terme en e !, ainsi:
)

%(a(y) (;—yul(:c,y)D = —% (“(y) (%UO(@D
_ (di;a(y)) (%uo(x)) ,

car u° ne dépend pas de y et a de z. Nous obtenons donc:

ut(z,y) = N(y)%uo(x) ,

14



ou N € H*(O) est la solution du probléme auxiliaire :

d d d
y (a(y)d—yN(y)) = _d_ya(y)’

d% (a(y) (1 + d%N(y))) =0. (18)

ou encore:

Nous avons ainsi

() = (@) + N (y) 700
De plus
) (3500) + 5 (a0 (') + 5 (o) (o) )
= 500 [al0) + ) NG + 1 )]

Or, par définition, le coefficient homogénéisé a° (qui est le A de ’annexe B) est :

d
< 1+—N > .
a(y) ( + (y)>
De plus a et N étant périodiques, nous avons < % (a(y)N(y)) >= 0. Ainsi

a’ =< a(y) + a(y)d%N(y) >,

Or la solution de (18) en prenant N(0) = N(1) =0, nous donne:

y
Ny)=<a'>"1 / a(z) tdz -y,
0

et ainsi
a® =<a(y)+aly) (<a'>"a(y) - 1) >=<a ' >7".
De plus nous avons ||-£ (af(z) (Zu(z) — Lu(z))) lm (o)) < ce, daprés Jikov et al.

[5], ce qui montre que u§ est bien une approximation de u¢, la solution du probléme de
Dirichlet :

€ d € d €
wemo) a - (¢w i) =10,
vérifiant les propriétés de convergence :

L2([0,1]) d
ut Ol et af —uf T = e =l

dx dz

15



3.2 Homogénéisation par une analyse multirésolution

L’analyse multirésolution décrite le paragraphe 2 nous permet d’obtenir en plus des
solutions de 1’équation sur chaque échelle, des résultats classiques de I’homogénéisation.
En effet nous avions remarqué sa similitude avec le schéma de différences finies. Lorsque
j tend vers 0, I’échelle est plus grossiére, ce qui correspond & faire tendre le paramétre €
vers 0 dans la méthode classique d’homogénéisation.

Sous les hypothéses de la Proposition 2.4, nous avons pour £k = 0:

BY™ ) 4 4 A = Ko (AT 2 +p()

ot A5 et B{™ sont appelés les coefficients réduits de I'équation intégrale (4):

(I + B(t)z(t) +q(t) + A = /Ot(A(S)x(S) +p(s))ds,

pour tout ¢ € [0,1].

En se restreignant a la base de Haar, il est clair que 27 = T, ou 7 est la moyenne de
la solution z(t) sur [0,1], qui est un vecteur constant. Et nous avons d’aprés les résultats
dans la base de Haar (section 2.5):

—00 —00 1 —00) — —00
(I+B(() ))T—l—q(() )+A:§(Ag )T+ p§ )). (19)

Nous cherchons les coefficients constants A", B", p* et ¢", tels que la procédure de
réduction dans la base de Haar de la section 2.5, appliquée a I’équation :

1+ B () +a"+ 3= [ (4" a(s) + /s (20)

conduise au méme résultat (19), pour tout \. (i.e. par exemple (Ah)(()_oo) = A(()_°°) et
de méme pour les autres coefficients). C’est dans ce sens que nous appellerons ici ces
coefficients : coeflicients “homogénéisés”.

Nous avons alors la proposition suivante, obtenue par Brewster et al. [3] et Coult [6]:

Proposition 3.2 Sous les hypothéses de la Proposition 2.4, les expressions des matrices
constantes A" et B" et des vecteurs constants p* et ¢" sont données par les égalités sui-
vantes :

A= A
Bh=AMAT T,
P =ph >,
0 ~ -1 1 < -1 -1
¢ =g+ [AhA L) Al (exp (A) —I) (AM) } ot

ol
. B 1 -1
A2 log (1+ (1+B§ °°)—§A"> Ah) .

16



Preuve D’aprés (12), (13), (14), (15), et (16), nous avons:

AZ' = Az,p
82 -1
Bl =B}  + &AM (I+Bp )  Ar_, (21)
h_ . h
Py = Di—1;

52 —1
qilcZ = qg—l + ﬁ Aﬁfl (I + Bliclfl) pﬁfl )

ou Al Bl pt et ¢l sont les coefficients sur V4, obtenus par la procédure de la section 2.5.
L’indice 7, n’intervenant plus, les coefficients étant constants, les indices i et (j) ont été
supprimés, pour simplifier les notations. En effet, nous avons:

(Dg); =0, (Dp); = (Dy); =0,
(Sa); = Gy, (Sp);, =pr_1,
(Sq)z = q]’clfl ) car (q]’;)z = q]’cl = 2%(]’7”

ouG=AouB.

Puisque A" et p" sont inchangés par réduction d’échelle, nous avons A" = A5 et

" =pi .
(~00) _

Il reste & déterminer B et ¢". Supposons p = 0, d’aprés (21) nous avons alors
@ = q" | et ainsi ¢" = ¢{ . La solution de (20) est:

2(t) = — exp (At) q.

otl
A2 (1+BY AY e
G2 (I+B"7 (" +2A) .

(— /0 1 exp (At) dt) g

si A est inversible. Nous pouvons également résoudre (19):

Nous trouvons donc

8|
I

—00 1 —00 —00
E=—<I+BS )—§Ag )> (qg )+/\),

A((foo) . Nous avons

car d’aprés la Proposition 2.4, nous pouvons inverser I + B(()foo) — %

ainsi pour tout A:
1 ! . .
(I + By -3 Ag@) (q§*°°) + A) _ (exp (A) - 1) Ag.

17



Nous obtenons donc

(145~ ;Ah)l ~(exp (A) = 1) A T+ )

car
Al —ar g et G=(I+BY 7 (" + ).
Or
A= (I+B") " 4",
Ainsi
Bh=AMAT -1,
et

-1
A=log <I+ (I + B> - %Ah> Ah) .

(15 La) T2 (ew(A) 1) A A

= (exp (4) = 1) (am7".

En effet, nous avons

I+ <1 + B - %Ah) Ry exp (!1) .
Supposons p(()_oo) # 0, la solution de (20) est alors:
z(t) = (exp (/1 t) - I) (AM) _lph — exp (At) q.
Ainsi
T = /le(t) dt = ((exp (A) — I) At - I) (Ah)71 pt - <exp (/Nl) — I) Alg.

De plus la solution de (19) est :
o) 1o\ (1 (oo —oo
v o= (1B pa) (GH )

oy 1 1 -
N (I}

Pour A = 0, nous avons



En comparant les deux expressions, nous obtenons:

1
—00 1 —0o
<I+B(() - Ah> (iph—q(() )> =

. _
2
<<exp (/i) — );1*1 — I) (Ah)f1 Pt — (exp <A) — I) At (I+Bh)71 q".

D’ou
(exp (2) —1) (4" ¢ =
(e () 1) 1) = oo (1) 1) 7]
(e (2) 1) () o
Ainsi

7 = [_% I+4° <A_1 - (eXp (A) - I) 1) (Ah)_l} P+ g§

-1 1

_ [Ah Aty Lo (e (A) - 1) (Ah)l} o

O

Remarquons que I’homogénéisation par une analyse multirésolution, utilise ici la pro-

cédure de résolution d’équations, dans sa simplification de la base de Haar. Exemple 3.3
Revenons a I’équation de Darcy :

(o) ) = s,

ou z € [0,1]. Cette équation équivaut a:

d
ov(a) = ~f(a),

d -1
Spul@) = a(z)" v(z),

qui s’écrit sous forme intégrale:

() G~ (59 ) (2)+ ()

D’aprés les notations précédentes, nous avons :

= (g ) aw=(y ),
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= (M) wa=(8) e = ().

Nous rappelons que nous cherchons les constantes A", B p" et ¢" telles que:

(1+ B") < zg; ) +qh+A=/0m (Ah<'zgz; ) +ph) dy .

Suivant les résultats de Gilbert 7], nous obtenons

no_ (0 M, —2M,
A _<0 0 :

w (00
B_<00’

1 1 1
1 t—1
ou M, = / ——dtet My = / 2 dt. Nous pouvons également obtenir p* et ¢" .
0 0

a(t) a(t)

Ce résultat est quelque peu différent du résultat classique, qui est la moyenne harmo-

-1
nique: a® = ( fol Wlx)dx) . En effet au lieu de partir de a(x), prenons le coefficient de
la forme a‘(z) = a(?). La méthode d’homogénéisation par une analyse multirésolution,

conduit a des termes M (¢) et Ms(e€). a(x) étant périodique, d’aprés Coult [6], nous avons:
lim M, (€) = My,

et

lim My(e) = 0.

e—0 2( )
Nous retrouvons ainsi le coefficient homogénéisé au sens classique. De plus Gilbert [7]
montre que l'erreur commise lors de la reconstruction a partir de ces coefficients homogé-

néisés, est comparable a celle commise par la résolution d’équation a partir des coefficients
homogénéisés obetenus par la méthode classique.

Cette exemple montre que nous pouvons appliquer la méthode de 'homogénéisation
par une analyse multirésolution a ’équation de Darcy dans le cas unidimensionnel. Nous
obtenons naturellement le méme résultat que par une méthode classique. Il n’est cependant
pas possible d’écrire cette équation sous la forme d’un systéme de deux équations, comme
ci-dessus, dans des dimensions supérieures. C’est pourquoi nous allons étudier une autre
approche de 'homogénéisation des coefficients de ’équation de Darcy, en s’intéresssant a
Vopérateur —V. (a(z)V).

4 L’opérateur —V. (a(z)V).

4.1 Cas unidimensionnel

Pour des simplifications de notations, nous noterons maintenant les opérateurs et leur
représentation matricielle indistinctement.
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L’opérateur —V. (a(x)V). projetté dans V;, dans le cas d’une analyse multirésolution,
dans la base de Haar est donné par la matrice:

1

S; = 52Aﬂdiag(aj)Aj ,
j

ol §; = 27 est la taille de I’échelle V;, a; = Pja, diag(a;) est la représentation matricielle
de 'opérateur multiplication, A’ est Popérateur défini par la matrice de taille 277 x 277 :

-1 1 0 ... 0
0 .
A= o |-
o
0 0 -1
et
1 0 0
-1
N=—(al)'=| o
: .. .. . 0
0 ... 0 —11

D’aprés Dorobantu et al. [8], nous avons la proposition :

" . Q; o~ —
Proposition 4.1 Sia; = ( 7 ) ot a; € Wiy et a; € V1, nous avons

aj
. 1 [ diag(a;) diag(a,) )
diag(a;) = — I LI .
9(a;) V2 ( diag(a;) diag(a;)

Regardons l'action de Ay sur les fonctions de base de V; = W;,; @ Vj;4, pour tout
k=0,--- ’Q—j_l

AH/’%“ = A+( %k - élﬁ—l)

(- Tx + ¢gk+1 + ¢gk+1 - gk+2)
[_3 ( ]2k - gk:-i—l) - (¢gk+2 - ¢gk+3)
¢gk + (ﬁgkql—l) - ( gk+2 + ¢gk+3):|

j+1 j+1 j+1 j+1
=3yt — i el — gt

S-S Sl-
N~ N [\ [\
DN |

l\Dlr—l_|_
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Nous avons ainsi

o 1
< A+¢z+1, lj+1 > = 3 (=361 — O1p+1)
. . 1
< A+¢i+1,¢g+l > = D) (=61k + Or+1)

ol 0;; = 1 est le symbole de Kronecker. De méme nous obtenons:

i1 i1 i1 i+1 i+1
A+¢?€ = (_ i +¢i+1 _‘Mc +¢?€—}—1) )

DN | =

et

< A+¢i+la¢lj+1 > = (=61, + Ork+1)

N — DN

< A+¢i+1;¢{+1 > = (=61, + Ort1) -

Nous obtenons )
Ai—_lz 1 ( M; —A), ) ’

2\ AL AL
ou M, est la matrice définie par Mljk = =30,k — O k+1, avec I, k = 0,--- ,277 —1. De plus,
comme AY = — (A%)
1 =M A
AJ 1 = — ] o i
B 2 ( A AT )
Nous avons ainsi la décomposition de S; = —éAi diag(a;) A’ dans Wit @ Vg
g —_ Lt 1 ( » s (Mjs1 fﬁ‘fl) (a; + @j_)ﬂﬁjfl )
! V2 462\ AL (a5 +a;) (AT + M7 2AYT (a; + a;) AT
(22)
ou A
41— A+l — 41~ N
TSJ- = Aﬂ__‘— aj AJj— - j4+1 a]- Mj-l—l + Af a]- 1 T Mj+1 CLj Ajj—

Notons que Tg, = 455 Ag,; (voir section 2.1).

Remarquons que si nous considérons des conditions aux bords de Dirichlet, avec a(z)
périodique, les matrices A, A_ et M étant alors prises circulantes, la décomposition de
S; (22) est toujours vraie.

D’aprés (22), nous avons:

1 1 +1 — ~ j+1 * — +1\ /— ~ j+1
Ry, =Tin= 7% 13 AV (@ + ag) (A7 + M7y) Yot (M — AV (a; + a;) AT
J

ou Rg; est la représentation matricielle du complément de Schur et T, = Sj 1.
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Or d’aprés (22):
V2

L _NE AT =~ Jj+1
Sj+1 = 152 ALY (@ +a;) AT
J
Ainsi nous pouvons écrire :
Re = _L NARE : NAE
ST 82 + ==
J+1

ou

A — ~ 1 — ~ +1 * — +1 — ~
Hj = \/5 (U,j -+ aj) -+ E ((J,j -+ aj) (AJ_+ + Mj+1) TSJ-I (Mj+1 — Ai__" ) (a,j +CL]) s
Nous appellerons H; la matrice coefficient réduit de I'opérateur Rg; .
Ainsi Rg; conserve la méme forme que Sj, il est donc possible d’itérer la procédure,

et d’obtenir une relation de récurrence entre R'gj et R’gj_l, pour tout & = j,---,0 (o0
ngj =S;):
Ry =T - < A;(f)) B9,

ou

AP 2 QuRETQ:,

BY £ QuRETPL,

¥ 2 nmyar,

T = RREP

Ici P, et Qr sont les représentation matricielle des opérateurs de projection P et Q,
respectivement, réduit a Vi_;. P} et (); sont les matrices transposées des matrices P et
Qx respectivement.
De plus, nous avons

1 .

ko _ k rr() Ak
RSJ, = —ﬁAJer A

k

ou H ](-J) = diag(a;) et H 0) = H;. Nous obtenons donc une relation de récurrence entre

; ) Jj+1 =
H,gj) et H,EJ_)I. En écrivant :
ngj)l — < Ap, Bug, )

Cu, Tu,
ou
A .
AHk = Qkngjjl k>
A Nk
By, = QwHY. P,
H, — k k71Qka
A .
Ty, = PHY P
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Nous obtenons:

R = —5% ( ?;1: ?%cj ) :
+1 3 4

ou

YEL 2 ARTy AP — MyAy, M} + AR Cy, My — MyBy, AF

Y51 2 (Mg (Am, + By,) — A% (Cr, +Tw,)) A

T & Ak (A, + Cw) My + (Bu, + Ta,) AF)

Y1 2 Ak (A, + By, + Cu, +Tu,) AF .
Ainsi

B, = g (X - (1) ) = AL HY A
avec

ngj) = AHk + BHk + CHk + THk + ((AHk + CHk) M}k( + (BHk + THk) Ali)
(CE1) " (M (A, + Br,) — A% (C, + i) -

Supposons que pour un k fixé, il existe une sous-suite {n,;};cz telle que la limite

H 2 lim ™

[——00

existe. Nous obtenons ainsi Hé_oo). Nous définissons ici aussi le coefficient “homogénéisé”

H"_ constant, tel que la procédure précédente nous donne (Hh)(()_oo) = Héfoo). Il est
évident que pour tout j et k tels que j < jo, 7 < k < 0 et pour tout s = 0,---,27% — 1,
Nnous avons: ' _

(M), = (M)

7 ?

Ainsi H" = Héfoo). Nous aimerions faire la connexion entre H”, le coefficient “homo-
généisé” et le coefficient homogénéisé dans le sens classique. Dorbantu et al. [8] montrent
que tout opérateur de multiplication sur V; a un complément de Schur qui est la multi-
plication par la moyenne harmonique. Ainsi, si pour tout k£ = j,--- ,0, chaque H ,gj ) tait
une matrice diagonale, H" normalisée par le terme obtenu en appliquant la méme pro-
cédure au laplacien, serait le coefficient homogénéisé des équations classiques. En effet,
Vopérateur —V. (a(z)V) . garde ainsi la méme forme, et donc, la forme de ’équation de
Darcy est conservée. Malheureusement H ,gj) n’est pas une matrice diagonale, dans le cas
général...

Dorobantu et al. [8] obtiennent cependant cette égalité, dans un cas trés particulier:
Proposition 4.2 Supposons a(z) = a+a(z) € V; ot @ est une constante et a(x) € Wiy
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a une amplitude constante telle que |a(x)| < @. Alors pour tout v € L*([0,1]) telle que v
posséde une dérivée quatrieme continue et bornée, il existe une constante C telle que:

| Rs; (Pjv(z)) —a %MA]— (P 0(2)) [loo < C 3]0 (2)]|oo
j
oo =< a"l >71,

Pour la preuve nous nous reportons a Dorobantu et al. [8]. Cette proposition établit
que pour des fonctions a(z) trés bien approchées sur un V; suffisamment fin, et possé-
dant suffisamment d’oscillations sur une période, nous pouvons tout de méme obtenir une
bonne approximation du coefficient homogénéisé, par la méthode décrite précédemment.
Cependant dans les exemples 7 et 8 de la section 5.2, nous remarquons que si nous conser-
vons simplement la moyenne harmonique sur les différentes échelles de projection, avec
une amplitude variable, la convergence vers cette moyenne harmonique a toujours lieu.

4.2 Cas bidimensionnel
Nous considérons ’espace produit V; = V; ® V; engendré par gbf; ® (b{ , oll
31 ® 8] (,y) = d}(2) 6 () -
Ainsi V; =V, & W;_; ot W;_; est 'espace d’ondelette défini par:
W;=W;eW)e(V;eW;) e (W;®Vj) .
L’opérateur —V. (a(z,y)V) . s’écrit sur V;:

1
S;=— (AT ABD AT 4 AT ABDAY 4 AY ABD AT + AY ABDAY) |

(6;)?

ou

AL (feg = (Arf)®g,
AU (feyg) = f®(Arg),

de méme pour A% et AY. L’opérateur de multiplication A est défini par:
AL (8@ ¢]) = o) (2.) Bh(x) ¢] (v)

11 est possible de montrer (cf Dorobantu et al. [8]) similairement au cas unidimensionnel,
que:

1 z 7L Az e 7(1,2) 21) A (2,2)
R, =~ oy (a2 B AT + A2 HID AL+ AL HPD A7 + ALY AY)
Les matrices H (u,) sont les matrices coefficients réduits. Comme dans le cas unidimen-

J

sionnel, nous pouvons définir les coeflicients Hg“"’)(“’”)

, qui seront, & une normalisation
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)(w0) ost une

pres, les coefficients homogénéisés au sens classiques, dans le cas ou H,g_oo
matrice diagonale pour tout £k = j,--- ,0.

Il est ainsi possible de calculer les coefficients homogénéisés dans des dimensions su-
périeures, similairement aux cas précédents. Notons cependant que plus la dimension sera
importante plus le nombre d’ondelettes le sera aussi, multipliant ainsi la complexité du

probléme. Par exemple, dés la dimension 3, il faudra considérer 7 ondelettes.

5 Exemples numériques

5.1 Applications de la méthode de réduction dans la base de Haar

Nous allons appliquer la méthode décrite dans la section 2.5 en utilisant les équations
de récurrence (12) et (13) pour obtenir une approximation de A((foo) et de B(()foo), puis
par la Proposition 3.2, nous approcherons les coefficients homogénéisés A" et B".

5.1.1 Exemple 1

Nous allons étudier 1’équation intégrale :

(14 b(1)) a(t) +1 = i /0 a(s)x(s)ds, (23)

ou b(t) et «(t) sont des fonctions de [0,1] & valeurs dans R. La solution d’une telle équation
est une onde se déplacant vers la droite avec une amplitude et une fréquence variables.
Nous prenons la fonction « correspondant 8 un modéle de deux phases. C’est-a-dire que sur
chaque intervalle dyadique de notre échelle Vj, la plus fine, de la procédure de résolution
dans la base de Haar (section 2.5), nous supposons que «(s) prend deux valeurs possibles
oy et ag avec une probabilité p et 1—p, respectivement. Nous choisissons b(t) = —ft(1—t).
Nous avons ainsi la représentation matricielle de b(t) sur V;:

=271
diag {ﬁ2‘j ((22 +i+ %) 2% — (2i+1) 221"1) } .
=0

Nous appliquons les équations de récurrence (12) et (13) pour obtenir ol %) et bg*""), et
par la Proposition 3.2, nous avons A" et B". La solution de 1’équation de la forme de
(23) avec les coefficients homogénéisés o’ et b" est identique & la projection sur V; de la
solution du probléme de départ (23).

Pour les applications numeériques nous prendrons «; = 0.1, aps = 0.0333---, p = 0.25
et f = 0.4. Nous nous restreindrons & j = —6, pour ’échelle de projection (voir figure
1 pour la projection de «(t) et de b(t) sur V_g). En effet, les résultats obtenus sont déja
satisfaisants, et le caractére aléatoire de « restreint la précision de la convergence.

Nous obtenons a ’échelle 5 = —6, les coefficients homogénéisés :
o = —0.000031 + 7 0.051976,
b = —0.067064 + i 0.000528.
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0.15 T T T

partie imaginaire de A —
partie reelle de B ----

0.1 B

0.05 b

-0.05 = H,j" i

01+ T - 4

-0.15 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1

F1G. 1 — Ez 1: Projection de a(t) et de b(t) sur I’échelle -6.

Les figures 2 & 5 représentent les coefficients réduits a différentes échelles, nous re-
marquons que si la partie réelle de « et la partie imaginaire de b ne sont pas nulles, elles
restent proche de 0. La faible différence numérique avec les résultats de Brewster et al. [3],
est due a une différence de générateur de nombres aléatoires.

5.1.2 Exemple 2

Dans cet exemple, nous allons étudier I’équation de Darcy :

ou z € [0,1] et a(z) sera la densité de la loi uniforme entre 1 et 2 sur chaque intervalle
composant V;, c’est & dire que ce sera un approximation d’un bruit blanc entre 1 et 2. Cet
exemple est parfois utilisé dans I'ingénierie pétroliére pour simuler la perméabilité d’un
milieu. Par une approche classique, le coefficient homogénéisé de a(z) n’est autre que la
moyenne harmonique, (In2)~! ~ 1.44. Ici aussi, le caractére aléatoire de a(z) restreint la
précision de la convergence, en effet d’aprés la figure 6, notons que si nous augmentons
la précision de projection, c’est-a-dire si j < —6, nous n’obtenons pas une plus grande
précision pour a(z). En projetant sur ’échelle j = —6, nous obtenons 1.4662 pour la
valeur du coefficient homogénéisé, I'erreur relative est de 1.62 10~2. La figure 7 représente
a(x) aux différents niveaux de la procédure.

5.1.3 Exemple 3

Nous reprenons, ici I’équation de Darcy :



0.1

0.05

-0.05

-0.1

-0.15

F1G. 2 — Ex 1: Coefficients

0.0006

0.0004

0.0002

-0.0002

-0.0004

-0.0006

F1G. 3 — Ez 1: Coefficients réduits

T

T

partie imaginaire du coefficient reduit de A —

partie relle du coefficient reduit de B

réduits sur ’échelle

'4:

aprés 2 niveaur de réduction.

T

partie relle du coefficient reduit de A —

sur l’échelle

28

'4:

[ partie imaginaire du coefficient reduit de B ----- B
| ] [ ! 0 [ | (I
e =
1 1 N
0 0.25 0.5 0.75 1

aprés 2 niveaur de réduction.
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o5 }bpn—n— /- 0 A

T

T

partie imaginaire du coefficient reduit de A —
partie relle du coefficient reduit de B -----

-0.05 |-

-0.15

F1G. 4 — Ex 1: Coefficients

0.0015

0.25

0.5 0.75 1

réduits sur [’échelle -2, aprés 4 niveaur de réduction.

0.001

0.0005

T

T

partie relle du coefficient reduit de A —
partie imaginaire du coefficient reduit de B -----

-0.0005

-0.001
0

0.25

0.5 0.75 1

F1G. 5 — Ez 1: Coefficients réduits sur [’échelle -2, apres 4 niveauz de réduction.
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F1G. 6 — Ex 2: Projection de a(z) sur [’échelle -6.
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Fi1G. 7 - Ex 2: Coefficients
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30
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réduits de a(z) auzx échelles -4 et -2.



1.46 T T T T T T T T

valeurs experimentales —
valeur theorique -----

1.458

1.456

1.454

1.452

1.45

1.448

1.446

1.444

1.442 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 -3 -4 5 -6 7 -8 -9 -10

Fi1G. 8 — Ex 3: Comparaison du coefficient homogénéisé exact avec la valeur expérimentale
obtenue a différentes échelles de projection.

ou z € [0,1] et a(z) = x + 1. La représentation matricielle de a(x) sur V; est:
. . . =271
diag {23 i+277 4 1}i:0
Le coefficient homogénéisé est encore (In2)~'. Les figures 8 et 9 nous montrent la vitesse
de convergence, selon I’échelle V; de projection de a(x). Notons que pour j = —6, nous
obtenons une erreur relative de 1.1107°. Nous remarquons que la convergence vers le
coefficient homogénéisé théorique est treés bonne, dés j = —9, 'erreur relative est inférieure

ale®,
5.2 Applications de la méthode de réduction de
Vopérateur —V.(a(z)V).

Nous nous intéressons ici a la méthode présentée dans la section 4.1. Comme ['ont
remarqué Gines et al. |9], nous pouvons utiliser une alternative de la méthode de factori-
sation LU, pour calculer le complément de Schur R’gj. En effet, en notant :

frllc—l TIZc—l _ f?llc—l 0 Tlf_l T/Qc—l
A G TEL T 0 R )’

R=T4" - T,

nous avons:

et ainsi
1

X
Nous pouvons donc obtenir H ,Ej ) en inversant Ak et AF . L’algorithme de cette procédure
est détaillé en Annexe C.

R = (T'f . T’f*lf'gfl) .
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valeurs experimentales —
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1.44278

T
1

1.44276

T
1

1.44274

T
1

1.44272

T
1

1.4427 -

1.44268

T
1

1.44266 L . L L

Fi1G. 9 — Ex 3: Zoom de la figure 8.

5.2.1 Exemple 4

Commencons par regarder le cas trivial, ou la perméabilité est
a(z) =2+ 1g,(x) — 1g,(x),

avec

2-7 -1
E,=<z¢€e U [nd;,(n+1)d;[ ,oud,est le pas de I'espace de projectionV; » ,
n=0

et Ey est le complémentaire de E; dans [0,1]. La figure 10 représente a(z) lorsque j =
—4. Cette fonction a(z) a la particularité d’étre déja dans Vj, de plus, plus I'échelle de
projection sera fine, plus la fréquence de D'oscillation sera importante. a(x) vérifie donc
les hypothéses de la Proposition 4.2. Le coefficient homogénéisé théorique, la moyenne
harmonique est ici égal & 1.5, d’aprés la figure 11 nous pouvons noter que plus I’échelle de
départ est fine, plus 'approximation est bonne. Pour j = —7, nous avons un coefficient
homogénéisé égal & 1.5088 et I'erreur relative de 5.87 1073,

5.2.2 Exemple 5

Nous étudions ici le cas o la perméabilité est a(z) = 2 + sin(30 z). La représentation
matricielle de a(z) sur Vj est:

9—j _ . i=2"7-1
diag {2 - 30 (cos(27.30 (i + 1)) — cos(27.30 i))} :

1=0
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T T T
projection de a(x) sur I'echelle -4 —

33— —_— —_— —_— —_— =
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2 |- =
15 | -
1+ | I | I L1 | I L

1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1

Fi1G. 10 — Ez 4 : Projection de a(x) sur l’échelle V_,.

T T T T T T T
coefficient homogeneise experimental — 7
coefficient homogeneise experimental -----

18

175

1.7 -

16

155

15

Fi1G. 11 — Ex 4 : Coefficients homogénéisés selon différentes échelles de projections.
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21 T T T

coefficients homogeneises experimentals —
coefficient homogeneise theorique -----

2.05 b

19 b

1.85 q

18 |- q

175 - b
1 1 1

-2 -4 6 -8 -10

F1G. 12 — Ex 5: Coefficients homogénéisés selon différentes échelles de projections.

Cette fonction n’entre pas exactement dans le cadre de la Proposition 4.2; en effet la
fréquence des oscillations sur [0,1] est suffisamment importante, mais a(x) n’est pas en-
tierement dans V;. Nous perdons ainsi trop d’information lors de la projection sur V;. La
valeur théorique du coefficient homogénéisé est :

1
M.ﬂ — ﬁ arctan —2tan(15) — 1 ~ 1.7561.
270 45 V3

D’aprés la figure 12, nous observons qu’il y a bien convergence mais tres lentement, a
partir de 57 = —6. A I’échelle de projection j = —10, le coefficient homogénéisé calculé est
égal 4 1.8279, lerreur relative est de 4.08 1072,

5.2.3 Exemple 6

Nous cherchons ici a comparer la premiére méthode de réduction dans la base de
Haar décrite en section 2.5 avec celle de réduction de 'opérateur —V.(a(z)V)., en calcu-
lant le coefficient homogénéisé de la perméabilité a(z) de 'Exemple 2. Rappelons que la
moyenne harmonique de a(z) est (In2) ! ~ 1.44. La figure 13 nous présente le coefficient
homogénéisé selon 1’échelle initiale de projection, I’approximation sera acceptable pour
un j < —6. Pour j = —6, rappelons que le coefficient homogénéisé calculé par la premiére
méthode est égal & 1.44662, par la seconde méthode il est égal & 1.4376. L’erreur relative
de la premiére méthode et de la seconde méthode est respectivement de 1.6210 2 et de
3.44e73. Le caractére aléatoire de la perméabilité empéche une franche convergence, mais
ainsi définie, a(x) posséde une fréquence d’oscillation d’autant plus grande que j est petit.
Notons cependant que I'amplitude n’est pas constante contrairement aux hypothéses de
la Proposition 4.2. Il est intéressant de remarquer (figure 14) que le temps d’utilisation
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1.55 T T T T T T T

premiere methode —

deuxieme methode -----
theorique -----

1.3 1 1 1 1 1 1 1
-2 -3 -4 5 6 -7 -8 -9 -10

Fi1G. 13 — Fz 6: Coefficients homogénéisés selon différentes échelles de projections, et
différentes méthodes.

du CPU est dans la deuxiéme méthode de 233 secondes dés que j = —10, alors qu’il reste
entre 0 et 0.01s dans la premiére méthode.

Cette seconde méthode atteint vite des temps importants. Il est donc a prévoir que la pro-
grammation pour des dimensions supérieures a I'unité entrainera des temps d’utilisation
du CPU d’autant plus important qu’il y aura d’ondelettes a considérer.

5.2.4 Exemple 7

Dans les deux exemples suivants, nous nous intéressons a la convergence du coefficient
homogénéisé de la perméabilité a(z) ayant une forme répondant aux exigences des hy-
pothéses de la Proposition 4.2, mais dont ’amplitude n’est pas constante. C’est & dire
que a(z) est définie complétement dans 1’échelle de projection V;. Dans un premier temps
nous prenons, pour tout z € [0,1]:

1 1 3
CL(.Z') =2 — ZlEl + §1E2 — ZlEs ,
ou
2-i=2 1
Ei=(zxe€ U [ (4n+1)6;,(4n+2) 0, [ ,oud;est le pas de I'espace de projectionVj » |
n=0
2-i=2_1
E,=(z¢€ U [ (4n+ 2) 6;,(4n + 3) 0, [ ,ou d; est le pas de P'espace de projection'V; » ,
n=0
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250 T T

deuxieme methode ——

200

150

100

50 -

0

-7 -8 -9 -10

Fi1G. 14 — Ez 6: Temps de calcul de la deuriéme méthode, en seconde, selon différentes
échelles de projections.

2-i=2 1
Es=(z¢€ U [ (4n+3)6;,4(n+1) 0, ] ,0ud;est le pas de I'espace de projection V

n=0

La figure 15 représente la projection de a(z) sur V_s. Méme si 'amplitude n’est pas
constante, nous avons ici un motif répété, et la moyenne harmonique reste la méme quelque
soit I’échelle initiale de projection. Nous pouvons remarquer dans la figure 16 que la
convergence du coefficient homogénéisé est aussi bonne que dans I’Exemple 4. La moyenne
harmonique de a(z) est d’environ 1.76. Le coefficient homogénéisé calculé pour j = —7
est 1.7576, et 1’erreur relative est de 3.73 102, meilleure que dans I’Exemple 4.

5.2.5 Exemple 8

Nous regardons a présent le cas ou I'amplitude de la perméabilité est réguliérement
croissante. Nous choisissons :

2-J-1
1

a(z) = Z (2 4+ 10;)L[2(n-1)5;,(2n-1)5; [(T) + 1_ _1_
—, 2—|—n6j

1[(2n—1)5j ,Zan [(.CC)

Nous gardons ainsi la méme moyenne harmonique de 2, quelque soit 1’échelle initiale de
projection V;. En figure 17 est représenté la projection de a(z) sur I'échelle V_;. La figure
18 montre également que la convergence du coefficient homogénéisé de la perméabilité
est assez rapide. Le coefficient homogénéisé expérimental, & 1’échelle V7, est de 2.0017,
Ierreur relative est alors égal & 8.9 107, ici aussi meilleure que dans I’Exemple 4.
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2.6 T T T
projection sur I'echelle -5 —

24 | g

22 B

16 B

14 B

12 ! ! !
0 0.25 0.5 0.75 1

Fi1G. 15 — Ex 7: Représentation a l’échelle -5.

2 T T T T T T T

coefficient homogeneise experimental —
coefficient homogeneise theorique -----

195 - q

1.85 B

175 -

F1G. 16 — Ex 7: Coefficients homogénéisés selon différentes échelles de projection.
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2.6 T T T
projection sur I'echelle -5 —

24 — |

18 |- — B

16 ! ! !
0 0.25 0.5 0.75 1

F1G. 17 — Ex 8: Représentation a [’échelle V_s.

21 T T T T T T T
coefficient homogeneise experimental —
coefficient homogeneise theorique -----
2.08 - —
2.06 - 4
2.04 - -
2.02 B
2
1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 -6 7 8 9 10

F1G. 18 — Fx 8: Coefficients homogénéisés selon différentes échelles de projection.
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6 Conclusion

La présente étude propose une approche du calcul des coefficients homogénéisés par
une analyse multirésolution. L’étude expérimentale a montré la correspondance avec les
coefficients homogénéisés obtenus par une approche plus classique. Cette approche, n’étant
valable que pour certaines classes d’équations, ne permet pas d’obtenir les coefficients ho-
mogénéisés de I’équation de Darcy lorsque la dimension est supérieure a 'unité. Cette
équation jouant un réle primordial dans I'ingénierie des réservoirs pétroliers, nous avons
appliqué le méme type de procédure a l'opérateur —V.(a(z)V). Nous obtenons alors la
possibilité d’approcher numériquement le coefficient homogénéisé de la perméabilité a(zx)
de I’équation de Darcy, définie dans le plan ou méme dans ’espace. Cette approche res-
treint cependant la classe des fonctions a(z) de la perméabilité, et reste moins performante
que la méthode de réduction d’équations dans le cas unidimensionnel.

L’égalité entre la définition classique du coefficient homogénéisé et celle de la procé-
dure de réduction reste & montrer théoriquement. Pour poursuivre cette étude il serait
intéressant d’étudier expérimentalement cette procédure appliquée a une autre base que
celle de la base de Haar, a laquelle nous avons restreint I’étude. Ceci permettrait une ap-
proximation plus fine de la perméabilité lors de la projection initiale. De plus la méthode
de “Lifting Scheme” introduite par Sweldens [10], qui permet de construire des bases d’on-
delettes, en conservant des propriétés prédéfinies, peut étre une alternative pour élargir la
classe des fonctions a(x) de la perméabilité dans la méthode de réduction de 'opérateur

—V.(a(z)V).
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Annexe

A Quelques opérateurs dans la base de Haar

Rappelons que dans la base de Haar nous prenons:
QS?Q(:E) = 27%X[k2]’(k + 1)2][(.’13), k = Oa e a27j - 15

ot 6(z) = xjou((a), et

_i

i T)= 2 , \x) - ' (z ’k =0,---, -Jj_ )
(r) =2 X[kQJ,(k + %)23[( ) X[(k + %)2”,(k + 1)27[( ) ’ ? '
ou ¢Y(z) = ¢(2x) — ¢(2x — 1) . Notons

A [T A [T

Sik = PlL(t)z(t)dt et djg = Wl () (t)dt

Nous avons donc ,
2771

o(t) = Y siadh()
k=0
et par définition A; = P;AP;. Ainsi

2-i-1277 -1

0= % 3 na [ ARG

Or les supports de (M; et ¢i étant disjoint si k # [, nous obtenons

[ Arstier0ltsras = s /() A(s)ds.

27

Notons ( 29 fkkH

Ainsi la representatlon matr1c1elle de A; est diag { }22(2)7]'71 . De méme pour I'opé-
rateur multiplication B, on note ( =277 J kk+1 s)ds, et la représentation matri-
cielle de B; est diag {(B;) 1}22(2) - 1.

Pour 'opérateur intégral, nous avons:

27712771

kz% Zs],/ (/ o1 (u du) (s)dsi (t)
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/ </ ol du) (lﬁ_f (s)ds = /01 27 (/OS X[k29,(k + 1)27'[(“)du) X127 (1 + 1)21'[(8)(13

= 0 si I<k

= 1.23' si =k
2.

= 2 si I>k,

car

/OX[ij,(k—i-l)Qj[(u)du = 0 si s<k?2
= s—k27 si k2 <s<(k+1)2

= 27 sinon.

Ainsi la représentation matricielle de K; est

7 0 0

0j I ;
S
I Y

Notons que dans la base de Haar, nous avons:

(52), = 5 (), + (#42),..,)

o (08), = = ((2), - (2),..)
_ 22 Z((2),- (9),.,)

avec €, = % . Les mémes égalités sont obtenues pour q.
Calculons les différentes représentations matricielles de I’opérateur intégral, et de 'opé-

rateur multiplication.

a)

271277 -1

1 S _
K d; I (w)durh? (s)dsip?
Xl = 3 3 d | [ dwadeasio,
et /01/0 Wl (w)dul (s)ds =0, si k#1,
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car les supports de wi et 1/1{ sont disjoints, et si k£ = [, nous avons

1 s J— 1 s .
| [ viwani@as = 25 [ [ v pduses - s
0 JO 0 JO
0

Ainsi la représentation matricielle de Ak ; est la matrice nulle.
b)

27712771

Loxren =1y > | 1 [ swaviisiasuio),

% %o

/01 /Osﬁ(u)duﬁ(s)ds _

or, si k # [ nous avons

sinon,

//aﬁj w)dutf (s
-7 /0 </ Xk, (k+1)21[( )dU)

(z) —

z) | ds
(X[mj,(k ™ b e ))

o 1 . i ) — x ds
) /0 ( k27) (X[ij,(k—i—;)Qj[( ) X[(k+%)2j,(/€+l)21[( ))

27
Za

ainsi la représentation matricielle de Bk ; est donnée par —/. En remarquant que

/ / 81 () durf] (s / / ¥ (u) dug](s)

nous obtenons la représentation matricielle de Ck ; qui est donnée par I .

c)

2-7-1277-1

JEKEECEDY Zd,/G U (s)dsw (1),
si k # [ nous avons:

/ GO, (50l (5)97 (5)ds =

0
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sinon en remarquant que [t} (s)|? = 2_%#;(5) , nous obtenons

(k+1)27

/G s)|vl(s)|?ds = 27'/162' Ggﬁ)l(s)ds
]
9—(-1) (2k+1)2-1 (2k+2)29 1
- 2 / , G§ri)1(8)d8+/ 4 G;@l(s)ds
2k2i -1 (2k+1)20-1

- (), (o), )
(S

a) -

Nous avons ainsi la représentation matricielle de 'A(C?,)j et de méme celle de TC(;"J) )
d)

2-i-1279-1

SQELPED = 33 i [ GO A0
J o 1=
or fol G;@l(s)ﬂ(s)@b_f(s)ds =0sik #1, sinon

/0 GO, ()6 ()0 ()

(x) | ds

—J 1G'(-n)1 s T) —
’ /0 1) X[k2j,(k+%)2j[( ) X[(k+%)2j,(k+1)2j[

' (k+1)27 (k+1)27
=27 / ' G§-n)1(s)ds—/ ' G;@l(s)ds
k2 (k+1)2i
1 ' (2k+1)27—1 . (2k+2)27 1 .
= 52‘(]-1) (/ | G;)l(s)ds —/ ' G;)l(s)ds
2271 (2k+1)27-1

5 ((62), - (6),..)-
=277~

et ainsi la représentation matricielle de ng)] est diag {(Da),}.—, '. Nous avons de

méme la représentation matricielle de ng)] .

B Quelques résultats classiques de I’homogénéisation

Soit D un domaine borné de R¢. L’espace de Sobolev H!(D) est le sous-espace des
fonctions f € L?(D) telle que Vf € L?(D). Muni du produit scalaire:

< .9 >mwy= (f.9) + (Vf,Vyg),
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ou (f,9)= [, f x)dz est le produit scalaire de L?(D), H' (D) est un espace de Hilbert.
La norme associée au prodmt scalaire précédent est :

1 £y = \/IF1 + V13

Nous définissons Hi (D) comme la fermeture de C¥(D) (espace des fonctions infini-
ment dérivables et & support compact dans D) dans H'(D). H;(D) représente formelle-
ment, les fonctions de H'(D) nulles au bord.

Notons H~!(D) I'espace dual de H} (D), i.e. ’ensemble des fonctions linéaires continues
définies sur Hy (D). Un élément f € H~'(D) s’écrit comme Hy (D) 3 g+~ (f,9) .

Soit f € [L%(D)]™, la divergence de f est un élément de H~'(D), noté div f, définie
par:

(divf.$) = /f Vo(@)dz , Vo e HY(D).

Soit v € [L2(D)]*, le rotationnel de v, noté rot v, est défini par:

(rotv,6) = [— /D <UZ( ) 20@) _ (@) 5?;?) dx] Ve HI(D).

oz,

Soit L2 ,,(0) ensemble des fonctions de carré intégrable sur la cellule de périodicité et de
rotationnel nul, i.e. L2 (0) = {f € L*(0),rotf = 0}.

Nous cherchons v € L2,,(0J) solution du probléme:

div(Av) =0 et <v>=XeR%.

Pour chaque A fixé ce probléme admet une unique solution. < Av > étant linéaire en A,
nous définissons A? par:
< Av >= A%), (24)

o A° est une matrice constante. Nous pouvons de méme considérer le probléme similaire
pour 'opérateur conjugué :

Nous cherchons w € L?

~ot(J) solution du probléme:

diviwA) =0 et <w>=¢(eR?.

Théoréme: Soit A(x) une matrice périodique, dont les composantes sont bornées, et
qui est uniformément elliptique (i.e. : il existe v > 0 tel que pour tout n € R : n.A(x)n >
v|n|?). Soit A° définie par (24). Alors A° est la matrice homogénéisée de A(x) .

Inégalité de Voigt-Reiss: Soit A(x) une matrice vérifiant les hypothéses du théoréme
précédent et qui est de plus symétrique. Soit A® définie par (24). Alors nous avons:

<A t>T< A << A> .

De plus A =< A > si et seulement si divA(z) =0, et A® =< A~ >~ i et seulement
si rot A(zx) =
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C Algorithme de réduction de 'opérateur —V.(a(z)V).

Nous présentons tout d’abord un algorithme (TAB. 1) simplifié de la décomposition
LU, d’aprés Gines et al.[9]. En effet, pour le calcul du complément de Schur R’gj, nous
avons :

L o(ogot geketqphe
RE, = =5 (X4 =TT
avec R ~ ~
S S ¢ A G AN C A
A o A ¢ S o R )
et

R =t — Th1gk-L,

Cette algorithme a en entrée une matrice:

Y ST
=\, 1, )

et sa taille n, et rend la matrice:

ou

Dans I’algorithme (TAB. 2), nous calculons la projection de 'opérateur —V.(a(z)V).
sur ’échelle initiale V. Nous calculons dans un premier temps la matrice diagonale de
la projection de a(z), puis nous multiplions par AZF et par A7 2 gauche et a droite
respectivement.

Dans ’algorithme (TAB. 3), nous calculons la matrice H ,SJ ), mais nous ne multiplions
pas par l'inverse de Aj+ et de A7 3 gauche et a droite respectivement, car au pas suivant
nous devrions de nouveau multiplier par A, et par A’ a gauche et & droite respectivement.
Ainsi aprés 277 — 1 itérations, nous trouvons une constante, dont ’opposé correctement
normalisé nous donne une approximation du coefficient homogénéisé de la perméabilité
a(z). Cest en effet I'opposé car (A% ) 1(AZ)"! = —1 sur V. La normalisation se fait en
divisant par le nombre obtenue en appliquant la méme procédure au laplacien , partant de
la méme échelle de projection initiale (i.e. en prenant a(n) = 1 pour tout n = 0,--- ,279 —
1). Nous présentons dans le tableau ci-dessous les constantes de normalisation. Nous
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aurons en entrée de I’algorithme la matrice H,, calculée au pas précédent et le niveau j
antérieur.

‘ Constantes de normalisation ‘

Niveau j | Résultats expérimentals
-1 1.6
-2 2.133333
-3 2.509804
-4 2.737968
-5 2.864336
-6 2.930948
-7 2.965162
-8 2.982502
-9 2.991231
-10 2.99561
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Nom: ludmp
Entrées: {a(i,j)}o<i<n—1,0<j<n—1, N
Sortie: {a(i,§)}o<i<n—1,0<j<n—1

min < e 20

si a(0,0) = 0 alors
a(0,0) < min
pouri=1---(n/2) — 1 faire
a(i,0) < a(i,0)/a(0,0)
fin faire
pour j =1---(n/2) — 1 faire
sum « a(4,])
pour k=0---(n/2) —1 faire
sum + sum — a(j,k)a(k,j)
fin faire
a(j,j) - sum
si a(j,7) = 0 alors
a(j,j) < min
pouri=j+1---n—1 faire
suml < a(i,j)
sum?2 < a(j,i)
pour k=0---j — 1 faire
suml < suml — a(i,k)a(k,j)
sum?2 < sum?2 — a(j,k)a(k,?)
fin faire
fin faire
fin faire

TAB. 1 — Décomposition LU simplifiée.
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Nom: projection sur Vj
Entrées: {a(n)}o<n<a-i—1,J
Sortie: {H(n,m)}osnsz—j_1’0Sm§2—j_1

pour n =0---277 — 1 faire
pour m =0---277 — 1 faire
mat(n,n) < 0
fin faire
mat(n,n) < a(n)
fin faire
pour n=0---277 — 1 faire
pour m =0---277 — 1 faire
H(n,m) < mat(n + 1,m) — mat(n + 1,m + 1) — mat(n,m) + mat(n,m + 1)
H(277 —1,m) < mat(2~79 —1,;m + 1) — mat(2=7 — 1,m)
fin faire
H(n,277 —1) < mat(n+ 1,277 — 1) — mat(n,277 — 1)
fin faire
H(2 =127 = 1) + —mat(2~7 — 1,279 — 1)

TAB. 2 — Projection de I'opérateur —V.(a(z)V). sur V;.
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Nom: calcul de H
Entrées: {Hp(n,m)}o<n<a-i 1,0<m<2-i—1, J
Sortie: {H(n,m)}o<p<o-i+1_1,0<m<2-i+1_1

pour n =0---277 — 1 faire
pour m =0---277 — 1 faire
mat(n,m) < (Hy(2n,2m) — Hy(2n,2m + 1)
—H,(2n+1,2m) — Hy(2n + 1,2m + 1)) /2
mat(n,m) < (Hp(2n,2m) + Hp(2n,2m + 1)
—Hp(2n+1,2m) — Hp(2n + 1,2m + 1)) /2
mat(n,m) < (Hp(2n,2m) — Hp(2n,2m + 1)
+H,(2n +1,2m) — Hp(2n +1,2m + 1)) /2
mat(n,m) < (Hp(2n,2m) + Hp(2n,2m + 1)
+Hp,(2n + 1,2m) + Hy(2n + 1,2m + 1)) /2
fin faire
fin faire
ludmp(mat,2=7 — 1)
pour n =0---277 — 1 faire
pour m =0---277 — 1 faire
u<+0
pour p=10---277 — 1 faire
u 4 u+mat(279 — 1+ n,p) x mat(p,279 — 1 +m)
fin faire
H(nm) +4x (mat(277 —1+n,277 —14+m) —u)
fin faire
fin faire

TAB. 3 — Calcul de la récurrence sur H.
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