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Chapitre 1

Introduction

Historiquement il y a deux conceptions différentes de I'intégrale élaborées par Newton!
et Leibniz. Pour Newton, 'intégration est considérée comme l'inverse de la différentiation,
notamment parce que c’est la seule chance de pouvoir calculer explicitement une intégrale.
Ce point de vu restera dominant durant le XVIII®™® siécle.

Pour Leibniz, les aires et les volumes sont essentiellement des sommes de rectangles
et de cylindres ce qui a conduit a une interprétation géométrique intuitive de 'intégrale.
Mais c’est surtout Cauchy qui imposa cette vision en partageant pour ’essentiel le point
de vue de Leibniz. Il donna en 1823 la premiére définition précise de 'intégrale. Il utilise la

notation introduite par Fourier / f(z)dz, qui emploie 'intégrale comme méthode pour

démontrer un grand nombre d’ 1dent1tes par exemple en intégrant terme a terme des séries
de fonctions. Faisant varier X, Cauchy démontre le lien entre intégration et dérivation en
obtenant le théoréme fondamental du calcul infinitésimal. Enfin, il souligne I'importance
de démontrer I'existence des intégrales “avant de faire connaitre leurs diverses propriétés’.
En effet, avant Cauchy, tout le monde intégre des fonctions en supposant que ca ne pose
pas de probléme.

Cauchy considérait uniquement l'intégrale des fonctions continues (en confondant
continue et uniformément continue, notion non dégagée a I’époque). Riemann développa
une théorie plus générale de 'intégration en 1854, ceci pour les besoins de la représentation
des fonctions en séries trigonométriques.

L’intégration et surtout le concept de fonctions évolue a la fin du XIX®™ siécle, sous
Iimpulsion entre autres de Darboux, Jordan et Borel. En 1894, Stieljes a défini une notion
d’intégrale plus générale fondée sur une généralisation simple de la mesure d’un intervalle.
Elle n’est cependant pas plus profonde, car elle ne s’applique qu’aux mémes fonctions
suffisamment réguliéres.

C’est la théorie de la mesure qui apporta ensuite une évolution significative. Borel en
1898 définit la mesure d’un ensemble ouvert sur la droite comme la somme de la série
des longueurs des intervalles qui le composent. Lebesgue, dans sa thése en 1902, cherche

Vous trouverez dans le glossaire page 67 quelques repéres historiques ainsi qu’un bref rappel de
définitions.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

avant tout a étendre a des fonctions trés générales la relation entre intégrale et dérivée.
Il élargit ainsi la définition des ensembles mesurables ce qui va lui permettre d’établir
les théorémes de passage a la limite qui portent son nom, et par la élargir la définition
d’intégrale.

Nous allons dans ce cours débuter par une présentation de la généralisation par Stieljes
de l'intégrale de Riemann dans l'optique de rappeler les résultats de celle-ci. Nous pré-
sentons ensuite les espaces et fonctions mesurables dans le chapitre 3 sur lesquels est
fondée l'intégrale de Lebesgue que nous exposons et comparons a l'intégrale de Riemann
au chapitre 4. Le chapitre 5 présente les espaces L? et différentes convergences de fonctions
intégrables. Le chapitre 6 montre comment le théoréme de Fubini élargit I'intégrale simple
a l'intégrale multiple. Nous finissons par le chapitre 7 qui donne quelques propriétés de
lintégrale de Lebesgue et quelques applications telles que les transformations d’intégrales
(Fourier et Laplace) et les distributions.

La théorie de I'intégration est particuliérement importante pour le physicien pour une
bonne compréhension des outils qu’il manipule au quotidien. Des ouvrages simplifiés lui
sont consacrés tels que [BGC94a|, [Pet95] ou [Rei95] plus spécifique au traitement du
signal.



Chapitre 2

Intégrale de Riemann-Stieljes

L’intégrale de Riemann étant connue, nous présentons ici 1’extension proposée par
Stieljes afin de revoir les résultats obtenus par Riemann. Nous nous contentons de voir
le cas particulier ou le pas de la partition est défini a partir d’'une fonction monotone
croissante.

2.1 Intégrale de Stieljes pour & monotone croissante

Considérons une partition P = {zo,...,z,} de l'intervalle fini [a,b] (ainsi zog = a et
T, = b) et une fonction f : [a,b] — €, bornée (i.e. Yz € [a,b], |f(z)| < M). Puisque

[ est bornée les deux valeurs m; = inf  f(x) et M; = sup f(z) existent. Posons
CEE[I'L.7:U7:+1:| $€[$i,mi+1}

Aq; = a(z;41) —a(x;), ot « est une fonction monotone croissante. Les sommes supérieures
et inférieures de Riemann sont données par :

S(P, f,a ZMA% (2.1)

et
I(P, f, @) ZmZAozl (2.2)

Ces sommes définissent deux fonctions en escaliers qui encadrent la fonction f.

Définition 2.1.1 La partition P* est un raffinement de la partition P si P* contient
tous les points de P. Nous notons P* > P pour “P* partition plus fine que P”.

Lemme 2.1.2 57 P* > P alors :

S(P*, f,0) < S(P, f,a), (2.3)
et

I(P*, f.0) > I(P. f.a). (2.4)
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Preuve SiP* =P Uuxy, avec x5 € [x;,2:41], alors
I(P, f,a) = mo(a(x1) — azg)) + ... + mi(a(ziq1) — alz;))
+oo Fmp1 () — a(xn,—1)) (2.5)
= ..+ my(e(zis) — alzy)) + mi(a(zs) — alz;)) + ...

en introduisant z,. De plus, m; = %nf ]f(x) > m; et m? = [inf }f(:r) > m;. Ainsi :
TE|T;,Xs TE|Ts,Tj+1
I(P, f,a) < .. 4 my(alzs) — afn:) + mi(a(zipn) — alz)) + .. (2.6)
=I1(P*, f,«a). '

Nous démontrons donc U'inégalité (2.4) du lemme, 'inégalité (2.3) se montre de la méme
facon. O

Nous pouvons donc définir :

et
5171>p (P, f,a) = [ f(zx)da(z). (2.8)

D’apreés le lemme précédent, nous avons immédiatement :

/f )do(z /f )do(z). (2.9)

Définition 2.1.4 Lorsqu’il y a égalité dans 'équation (2.9), f est dite intégrable au
sens de Riemann-Stieljes et nous écrivons f € R(a). La valeur de l'intégrale de
Riemann-Stieljes est donnée par :

/f Ydo(z /f Ydo(z /f Ydo(z (2.10)

Définition 2.1.5 Lorsque ['intervalle sur lequel f est intégrée est non borné, l'intégrale
est dite impropre ou généralisée.

Théoréme 2.1.3

Définition 2.1.6 Pour toute fonction f bornée sur [a,+00) telle que f € R(«) sur tout
segment |a,x], x > a, si lirJqu / f(t)da(t) existe, nous disons que f € R(«) sur [a, +00)
Tr—r+0o0 a

et nous notons :

i [ r@da() = [ s@idato) @)
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“+o0 a

Remarque f(t)da(t) existe si lim / f(t)da(t) et lim f(t)da(t) sont dé-
T——00 J,.

' +o0 x——+00 a
finies.

Proposition 2.1.7 Toute fonction f bornée sur [a,b] est telle que f € R(a) sur [a,b] si
et seulement si Ve > 0, AP telle que S(P, f,«) — I(P, f,a) < e.

Preuve Supposons f € R(«) sur [a,b]. Soit ¢ > 0 fixé, P, telle que / f(x)da(z) <

IN

—b
S(Po, f,a) < / f(z)da(z) + € et IP; telle que /bf(:v)da(x) —€ < I(Py, f,«)

/fda

“Soit P* 1a partition plus fine que Py et Py donnée par Py U Py, nous avons :

I(Py, f,0) < I(P*, f, ), (2.12)
et
S(Po, f,a) > S(P*, f,a), (2.13)
ainsi :
[} f(@)da(z) — e < I(Py, f,a) < I(P*, f,a)
_GS(P*7 fra) < S(Py, fra) < TZf(I)da(x) + €. (2.14)
Or

/f Jda(a /f Jda(a /f Jda( (2.15)

donc I'équation (2.14) donne :
S(P*, f,a) — I(P*, f, ) < 2e. (2.16)

Réciproquement, supposons que Ve > 0, IP* telle que S(P*, f,«) — [(P*, f, ) < €
Nous avons :

I(P*, f,« /f yda(z /f Jda(z) < S(P*, f, ), (2.17)

donc d’aprés 'hypothése :

O</f Yoz /f Ydou(z (2.18)

et nous démontrons ainsi que f € R(«) sur [a, b]. O
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Théoréme 2.1.8 Soit f: [a,b] —C, bornée et « une fonction monotone croissante.
- Si f est continue alors f € R(«) pour toute fonction monotone c.
- Si f est monotone alors f € R(a) si « est monotone continue.

Remarque En fait, nous avons un résultat plus fort :

Proposition 2.1.9 Soit [ : [a,b] — C, bornée et « une fonction monotone croissante,
il faut et il suffit que f soit continue sur [a,b] sauf sur un ensemble négligeable de points
pour que f soit intégrable au sens de Riemann.

Preuve Si f est continue sur [a, ], alors f est uniformément continue et :

Ve > 0, 39, Y,y tel que |z — y| < J, nous avons |f(z) — f(y)| < e.

Donc si le diamétre de la partition sup(x; 1 — ;) est tel que sup(z;11 — x;) < 0§, nous
avons M; —m; <, et :

S(P, f,a) = I(P, f,a) = Z(M’ —m;)Aq; < CZAOZZ' =e(a(b) — ala)), (2.19)

pour toute partition P telle que pu(P) = sup(x;1 — x;) < d. Ainsi d’aprés la proposition
précédente, nous avons f € R(«).

Si & présent « est monotone et continue, pour n fixé, il existe une partition
P = {xg,...,x,} telle que :

Aoy = AW = la) (2.20)

n
d’ou
n—1
S(P. f.a) = I(P. f,a) =Y (M; — m;)Awy

n_Z; (2.21)
Z(M m;).
=0

Si f est monotone croissante nous avons M; = f(z;4+1) et m; = f(z;). Ainsi :

S(P, f.a) — I(P, f,a) = (a(b) — afa))(f(b) — f(a))7 (2.22)

n

qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, ce qui assure 'intégrabilité de f sur [a,b]. O

Théoréme 2.1.10 Soit f : [a,b] —> C, bornée et a une fonction monotone croissante.

1. R(«) est une algebre i.e. si f et g € R(a) sur [a,b], nous avons :
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Af+ng € R(@) et [ f@dat)+i [ gle)dae) = [[O7(0)+ ugle)data)
- fg € R(a).
2. 8i f € R(«) sur [a,b] alors [ € R(a) sur [a,c] et [c,b], Ve € [a,b] et

/f Jda(a /f Jda(x /f Jda(x (2.23)

3. 80 f € R() alors |f| € R(a) et
| / f(#)da(z)] < / (@) |da(z). (2.24)

1. Pour montrer que R(«) est une algébre, montrons que si f et g € R(«) sur |[a, bl
M+ ng € R(a), VA, u €C. Nous avons :

Preuve

n—1
S(P,Af + pg,a) = Z sup  (Af(z) + pg(z)) A 2.25
i—0 TE[TiTit1] ( . )
< AS(P, f, ) + uS(P, g, ),
et
n—1

> M(P, f,0) + uI(P, g,0).
Puisque f et g € R(«), Ve > 0, 3P telle que :
(AS(P, f, ) + pS(P, g, ) = (M(P, f, ) + pl (P, g,a)) < e. (2.27)
Donc Ve > 0, 3P telle que :
S(P,Af + pug,a) = (P, Af + pg,a) <, (2.28)

ce qui montre le premier point. Pour démontrer le second point, nous utilisons le
lemme suivant sans démonstration :

Lemme 2.1.11 Soit f € R(a), f : [a,b] — [m, M]. Soit ¢ une fonction continue
de [n,m] —C, o(f(x)) est définie et ¢(f) € R(«).

Si p(t) = t* et f € R(a) alors f? € R(«). Puisque f et g € R(a), nous avons

(f+9)et (f—9)* € R(a), donc (f +g)* — (f — g)? € R(a) et donc 4fg € R(«).
Ainsi R(«a) est une algebre.
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2. Nous laissons la démonstration de ce point en exercice.

3. Comme f est bornée, |f| est également bornée. De plus, |f| est continue aux points
ou f Pest donc d’aprés la proposition 2.1.9 |f| € R(a). De plus, si f < g sur

[a, b], alors / f(z)da(z) < / g(x)da(z). Comme —|f(z)| < f(z) < |f(x)|, nous

déduisons :
/—|f e /f \da(z /|f Jda(x (2.29)

ce qui montre ce dernier point.

Remarque La réciproque du troisiéme point est fausse. En effet, soit f définie sur [0, 1]
par

flz) = { 1_1siSiscg;C7_f(E.®7 (2:30)

La fonction |f| vaut 1 sur [0, 1], elle est intégrable au sens de Riemann, alors que f a un
nombre infini de point de discontinuité, elle n’est donc pas intégrable au sens de Riemann.

Définition 2.1.12 f est absolument intégrable si |f| € R(«).

Théoréme 2.1.13 Si f est une fonction absolument intégrable sur [a,+00), alors f €
R(«) sur [a,+00), et

+oo

[ swda@i < [ ifwldate) (2:31)

Preuve En effet, pour tout = > a, nous avons

(t)dt‘ < / ")t (2.32)

puisque f est absolument intégrable sur [a, +00), I'intégrale / | f(t)|dt est convergente,
et f est intégrable. ‘ O
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Remarque La réciproque de ce théoréme est fausse. Un contre exemple peut étre donné

par la fonction f(z) = sin()

T
dont I'intégrale sur [0, +00) vaut > mais la valeur absolue

n’est pas intégrable.
Une autre facon de caractériser les intégrales de Riemann-Stieljes a été proposée par
Gaston Darboux.

Définition 2.1. 14 Les sommes de Gaston Darboux sont données par :
D(P, f,«a) Zf YAy, avec t; € [x;,2544], VP.
Nous dirons que D(P, f,a) converge vers X\ si :

Ve, 30, VP, p(P) = sup(xis1 — ;) < 0 et Vi; € [, xi41], alors |D(P, f,a) — Al <.

Théoréme 2.1.15 Soit f : [a,b] —> @, bornée et o une fonction monotone croissante.
- Si D(P, f,«) converge vers X alors f € R(«) et f f(z)da(z) =\

- La limite de D(P, f,«) existe dans les deua: cas suwant
a) [ continue sauf en un nombre fini de points sur [a,b] et a monotone.
b) f € R(a) et a monotone et continue.
Preuve Montrons le premier point. Par hypothése

Ve > 0,35, p(P) <9, A—e < D(P, f,«a) = Zf JAq; < A+ €. En prenant sup et

inf sur t; € [x;, 2;41], Vi, nous en déduisons :

n—1 n—1
A—e< ZmiAozi < Z M;Aa; < X+ ¢, (2.33)
=0 =0

ainsi S(P, f,a) —I(P, f,a) < 2¢, et f € R(a) avec de plus A —e < fabf(llj)d()é(l’) < A+e,
d’otu le résultat.
Le deuxiéme point est en partie démontré, nous le laissons en exercice. O

Théoréme 2.1.16 Soit f, une suite de fonctions telles que f, € R(a). Si f, converge
uniformément vers f sur [a,b] alors f € R(a) sur [a,b] et

lim | fo(2)da(x F@)da(z (2.34)
[ oo = [ st

n—400

Preuve La preuve est laissée en exercice. 0
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2.2 Insuffisances de l'intégrale de Riemann

Nous avons vu que si une fonction f bornée sur un compact [a, b] est continue sauf en
un nombre fini de points, elle est intégrable au sens de Riemann. Cependant, toutes les
fonctions bornées sur un compact ne sont pas intégrables au sens de Riemann. En effet,
un exemple trés connu est donné par Dirichlet, la fonction f définie sur 'intervalle [0, 1]
par :

_J 0 st ozeqQ,
f(ﬂv)—{1 S 1dQ (2.35)

En effet, comme sur tout intervalle il y a des rationnels et des irrationnels, les sommes
de Darboux D(P, f, «) dépendent du choix de ¢;. Ainsi si ¢; est rationnel, D(P, f,a) = 0,
sinon D(P, f,«) = a(1). D(P, f,«) ne converge donc pas et f ¢ R(«).

Nous avons vu de plus qu’il existe des fonctions pour lesquelles le module est intégrable
sur des intervalles bornés, alors qu’elles ne sont pas intégrables. Dans le cadre de la théorie
développée par Lebesgue, ¢a ne sera plus le cas.



Chapitre 3

Espaces et fonctions mesurables

3.1 Tribu

Définition 3.1.1 Soit X un ensemble abstrait (par exemple IR). Une tribu (également
appelée o-algébre) © sur l'ensemble X est une famille de sous-ensembles de X telle que :

1. X €0,
2.VA€O, A€ 0O,
3. st A, € ©Vn €N alors U,ewA, € ©.

O est donc une classe non-vide de parties de X. O est la tribu des ensembles mesu-
rables de X.

Remarque Par passage au complémentaire, nous avons (} € © et toute intersection
dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable.

Théoréme 3.1.2 Soit une classe C de parties de X, définie par ©; (i € I) une famille
non vide de tribus de X . Il existe une plus petite tribu o(C) contenant C.

Preuve 1l est facile de vérifier que N;c;0; (i.e. la collection des sous-ensembles qui
appartiennent a tous les ©;) est une tribu et qu’elle est la plus petite. Ol

Définition 3.1.3 La tribu o(C) est appelée la tribu engendrée par C.

Exemple 3.1.4 - Partition finie
- Soit P une partition finie de X. Elle est donc définie par P = {A4;,i € {1,...,n}}
avec 4;NA; =0, Vi#jet U A =X.
o(P) est la classe de toutes les réunions finies des A;.
-Si ¢ = {AB}, o(C) est la tribu engendrée par la partition
{ANB,ANB,BN A AUB},ou AN~ B=AnN B

11
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Plus généralement, toute tribu engendrée par une classe finie est engendrée par une
partition finie. Il est ainsi possible de faire la liste de tous les éléments.

- Tribu des boréliens de IR
Soit D = {D, =] — 00, z[, € IR} la classe des demi-droites ouvertes. La tribu des
boréliens de IR est définit par B(IR) = o(D).
La tribu des boréliens est bien sir due a Borel. Par définition B(IR) contient donc
toutes les réunions dénombrables d’intervalles ouverts 4.e. tous les ouverts de IR.
C’est donc aussi la tribu engendrée par les ouverts (ou les fermeés par passage au
complémentaire). Contrairement aux tribus engendrées par des partitions finies, il
n’est pas possible de faire la liste de tous les éléments de B(IR), appelés ensembles
boréliens.

3.2 Fonctions mesurables

Définition 3.2.1 Un espace mesurable est défini par un couple (X, ©) constitué de la
donnée d’un ensemble X munie d’une tribu © de parties de X.

Définition 3.2.2 Soit (X, M) et (Y,N) deur espaces mesurables, une application
[ (X, M) — (Y,N) est dite mesurable relativement a la tribu M si VN € N,
fY(N) e M.

fYUN) ={z € X : f(z) € N} est la contre image de N. f~'(N) pour tout N € N
(f mesurable ou non) est une tribu sur X, appelée tribu engendrée par f et notée
S7YN). [ est donc mesurable si et seulement si f~'(A) C M.

Nous obtenons ainsi un critére pratique de mesurabilité par la proposition suivante.

Proposition 3.2.3 Soit [ : (X, M) — (Y,N), et C une classe quelconque sur'Y telle
que o(C) = N. [ est mesurable si el seulement si f~1(C) C M.

Preuve La preuve repose sur le fait que pour toute fonction f : X —— Y et toute classe
Csur Y : o[f1(C)] = f o (C)] (¢f. [Mal82] pour une démonstration compléte). O

Exemple 3.2.4 1. SiY = IN et N/ = P(IN), alors f est mesurable si et seulement si
{reX:fx)y=n}eM,VneN.
2. SiY =R et N = B(IR) (la tribu des boréliens), alors f est mesurable si et seulement
si{r e X: f(xr) <t} € M,VteR, ou encore si et seulement si f~1(U) € M, pour
tout ouvert U de IR.

3. SiX =Y =R, M =N = B(IR), alors si f est continue, f est mesurable. En effet,
si f est continue f~'(U) est un ouvert de IR, pour tout ouvert U.
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Nous pouvons nous restreindre dans la suite de cette section aux fonctions mesurables
réelles. Nous considérons dans un premier temps une fonction particuliére qui permet entre
autre de définir les fonctions en escalier : la fonction indicatrice notée 1, (également
appelée fonction caractéristique), application de X dans IR, A étant un sous-ensemble
de X, définie par :

1 si z€A,
lafw) = { 0 si xze€ A (3-1)

Proposition 3.2.5 La fonction indicatrice 1, est mesurable si et seulement si A est un
ensemble mesurable i.e. A € M.

Preuve Nous savons que 14 est mesurable si et seulement si {z € X : 14(z) < t} € M,
Vi € IR (d’aprés 'exemple 2 précédent). Sit <0, {z € X : la(z) <t} =0, et ) € M. Si
I<t,{re X :lz)<t}=X,XeM.Si0<t<1,alors il faut et il suffit que A soit
mesurable, donc que A soit mesurable. 0

Le théoréme suivant permet de caractériser une classe trés large de fonctions mesu-
rables.

Théoréme 3.2.6 Soit f et g: (X, M) — (IR, B(IR)) deux fonctions mesurables et
H :R? — R continue, alors H(f, g) : (X, M) — (IR, B(IR)) est mesurable.

Preuve 1l faut montrer que G = H(f,g) est mesurable, i.e. que G~ (U) € M pour
tout ouvert U de R. Or G (U) = {x : (f(x),g(x)) € H~ ( )}. Puisque H est continue,
H~"(U) est un ouvert de IR?, qui est une réunion dénombrable de pavés ouverts de IR* :

H_I(U) = UnE]NIn X Jm (32)
ol I, et . sont des intervalles ouverts de R. Donc
G U) = Upen{z : (f(x),9(z)) € I, x J,}. De plus
{z: (fz),9(x)) e I, x J,} ={z: f(z) €I, et g(x) € J,) €L, xJ,} =f )N
g '(J,). Comme f et g sont mesurables, f~!'(I,) € M et g '(J,) € M et donc
G U) = Upen f (1) N g7 (J,) est élément de M. O

Proposition 3.2.7 Soit f et g : (X, M) — (IR, B(IR)) deuxz fonctions mesurables, alors
les applications suivantes sont mesurables :

1. A\f +pg avec N € IR et p € IR,
2. fg
3. sup(f, g) et inf(f,g)
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4. T, f et |fl.
fT et f~ représentent respectivement la partie positive et la partie négative de f (i.e.
f=f"—f7). Elles sont définies par :

ro={ 10 50 5.3
et
v |0 st f(z)>0,
Jx) = { —f(z) si f(z)<0. (3-4)
Elles s’écrivent également : f* = sup(f,0) et f~ = —inf(f,0) = sup(—f£,0).

Preuve D’aprés le théoréme 3.2.6, il est immeédiat que A\f + g, fg, sup(f, g) et inf(f, g)
sont mesurables, avec H(f,g) = A\f + pg, fg, sup(f, g) et inf(f, g) respectivement.
Puisque f* = sup(f,0) et f~ = sup(—f,0), le théoréme 3.2.6 appliqué a ces fonctions
H montre que ces fonctions sont mesurables.
De plus, puisque f = f* — f~ alors |f| = fT + f~ est la somme de deux fonctions
mesurables, ainsi par le théoréme 3.2.6 | f| est mesurable. O

De cette proposition découle le corollaire suivant qui permet d’élargir les résultats aux
fonctions & valeurs dans C :

Corollaire 3.2.8 Soit f : X — €, et fi et fo deux fonctions de X dans IR, telles que
f=fi+ifs. f est une fonction mesurable si et seulement si f1 et fo sont mesurables.

Proposition 3.2.9 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions f, : (X, M) — (IR, B(IR)) me-
surables alors les applications suivantes de (X, M) dans (IR, B(IR)) sont mesurables :

1. sup f,, inf f,,
2. limsup f,, liminf f,.

n—+o00 n——+oo
IR représente I'ensemble [—oo, +-00]. B(IR) est la tribu sur IR engendrée par les inter-
valles |a, b[, a et b € IR, ou encore les demi-droites [—oo, a[ ou les demi-droites [a, +00],
etc... Ainsi ume fonction f : (X,M) +— (IR,B(IR)) est mesurable si
{r € X : f(z) < t} € M, Vt € IR, ce qui entraine en particulier que
{reX:f(z)=—-0teMet{reX: f(x)=14o0} e M.
La limite supérieure d’une suite de fonctions est donnée par :

lim sup f,, = inf(sup fi), (3.5)
n—+00 n o k>n

et la limite inférieure par :
lim inf f,, = sgp(gzlg fr)- (3.6)

La suite de fonctions converge simplement si et seulement si lim sup f,(z) = lim inf fn(x),
n——+oo

n—-+0oo
Ve e X.
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Preuve Toute suite (de fonctions ou non) réelle admet un sup et un inf dans IR (par
exemple f,(x) = n est telle que sup fa(x) = +00), ainsi qu'une limite supérieure et

inférieure également dans IR. Les apphcatlons sup fns mf fn, imsup f, et hm inf f,, sont
n—+0o —too

donc des applications de (X, M) dans (IR, B(IR)).
Nous avons {x € X :sup f,(z) >t} =U,{x € X : f,(x) > t}, ainsi si les fonctions f,

sont mesurables (i.e. {x € X : f,(x) >t} € M), sup f,, est mesurable. Le méme procédé

montre que inf f,, est mesurable.
n

Nous pouvons écrire la limite supérieure par : limsup f, = 1nf gn avec g, = sup fr qui
n—4o0o k>n

est mesurable. Ainsi limsup f,, est mesurable. De la méme fa(;on liminf f,, est mesurable.
n—r+00 n—r+00
O

Nous obtenons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.10 Soit (fy)n>1 une suite de fonctions f, : (X,M) — (IR, B(IR))
convergeant simplement vers f, si f, est mesurable Yn > 1, alors f est mesurable.

3.3 Mesure positive

Définition 3.3.1 Une mesure positive p définie sur un espace mesurable (X, M) est
une application de M dans R satisfaisant les deur axiomes :
- Axiome d’additivité dénombrable ou de o-additivité
Pour toute suite dénombrable (Ap)n>1 d’éléments deux o deux disjoints de M (i.e.
Ay NA,=0,Yn, m>1etn+#m), alors :

(Uf5A4,) Zu (3.7)

- Axiome de o-finitude

Il existe au moins une suite dénombrable (A,)n>1 d’éléments deux & deux disjoints
de M telle que :

X =UrNA, et u(A,) < +oc Vn. (3.8)

Définition 3.3.2 Un espace mesuré est la donnée d’un espace mesurable (X, M) muni
d’une mesure positive i sur M, noté (X, M, u)

La o-additivité permet d’établir les propriétés fondamentales suivantes des mesures
positives.
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Proposition 3.3.3 Toute mesure positive vérifie les propriétés suivantes :

1. 1(0) =0,
2. (U A Z,u ), si les A; sont deuz a deux disjoints (o-additivité finie),

3. siACB alors M(A) < u(B),
4. 851 Ay C Ay C...CA, C...et A=UNA, alors p(A) = lim u(A4,),

n—4+oo
5.0 Ay D Ay D .. D Ay, D ., plA) < 4oo et A = NINA, alors
p(A) = lim p(A,).
n—-+oo
Preuve

1. Si A, =0, Vn, Paxiome de o-additivité donne () = Z,u(@), ce qui montre que

1(0) = 0.
2. En prenant An+1 = Apo = ... = 0, et puisque p(@) = 0, la o-additivité donne

(U A;) Z w(A;), siles A; sont deux & deux disjoints.

3. Si A est Contenu dans B, B peut s’écrire par : B= AU (B~ A), avec Aet B\ A
disjoint, ainsi d’aprés le point 2, u(B) = p(A) + p(B ~ A) > p(A), car p est une
mesure positive.

4. Puisque A = U A, A peut s'écrire A = U2 (A,a1 N Ay), avec Ag = 0. Vn, les
ensembles mesurables A, 1 \ A, sont disjoints deux a deux, ainsi d’aprés I’axiome
de o-additivité :

m——+00

+00
= ZM(AnH N A,) = lim Zu nt1 N Ap) (3.9)
n=0

de plus (A1~ An) = p(Ang1) = p(An), done p(A) = lim (A i)
5. En posant C,, = A; N\ A,,, nous avons C; C Cy, C ... CC,, C ...et Aj N A =U%NC,.
Ainsi d’aprés le point 4, u(A4; \ A) = lir}rrl (A1~ Ap). Puisque p(A;) < +oo,
n—-+o
p(A) = Tim p(A,).

n—+0oo

O

Dans le cas ou les A, de la suite dénombrable ne sont pas disjoints, nous avons
I'inégalité de convexité dénombrable suivante.

Proposition 3.3.4 Soit A, de M, alors :

pu(UEx A,) Z (A (3.10)
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Preuve Idée de la preuve : montrer I'inégalité de convexité dans le cas fini en employant
Paxiome d’additivité, puis étendre le résultat a 'aide du point 5 de la proposition 3.3.3.
OJ

3.3.1 Exemples de mesures positives
Mesure de dénombrement : v

Sur (X, P(X)), la mesure de dénombrement v est définie en posant pour toute partie
Ade X, (ACX):

V(A) = { card(4) si  card(A4) < 4oo0, (3.11)

+o00  sinon.
Mesure de Dirac au point z, : d,,

Sur (X, M), la mesure de Dirac au point zg, d,,, est définie en posant pour tout A de

M
o 1si Tg € A,
By (A) = { 0si 2o ¢ A (3:12)

Mesure sur une tribu engendrée par une partition finie

Soit (X, M) tel que M = o(P) ot P est une partition finie (P = {A4;,i € {1,...,n}}).
Une mesure positive sur 'espace mesurable (X, M) est parfaitement déterminée par les
quantités p(A;) de R'. En effet, tout élément A de M peut s’écrire comme une réunion

disjointe finie de A;, et donc p(A) = Z p(A;).
=1

Mesure bornée

Une mesure bornée p définie sur (X, M) est une mesure positive avec p(X) < +o0.
Ainsi VA € M, pu(A) < p(X).
Probabilité

Une probabilité définie sur (X, M) est une mesure positive telle que p(X) = 1.
Si M est engendrée par une partition finie, une probabilité sur (X, M) est alors
parfaitement déterminée par les quantités p; = u(A4;), 1 < i < n, vérifiant 0 < p; et

n
Zpi =1
i1



18 CHAPITRE 3. ESPACES ET FONCTIONS MESURABLES

Dans le cas plus général, en utilisant la suite dénombrable (A4,),>1 de I'axiome de o-
finitude, pour tout élément A € M, une mesure positive p peut étre déterminée a partir
de la probabilité sur (X, M) définie par :

_ MANA4,)
pu(A) = EREE (3.13)
En effet :
p(A) = p(An)pn(A). (3.14)

Mesure image

Soit f : (X, M) — (Y,N) une fonction mesurable et pu une mesure positive sur
(X, M). La mesure positive v définie sur (X, f(M)) par : v(A) = u(f~*(A)) pour tout
A € f(M) s’appelle la mesure image de p par f. Nous laissons en exercice la démons-
tration qu'une telle image existe bien.

3.3.2 Mesures boréliennes

Définition 3.3.5 Une mesure borélienne est une mesure positive définie sur (IR, B(IR)).

Définition 3.3.6 Une mesure borélienne i est localement finie si pour tout intervalle
I borné de IR p(I) < +oo.

Rappelons qu’un intervalle borné I de IR s’écrit I = {[a,b[: —00 < a < b < +0o0}, avec a
et b dans IR. Cette classe de mesures est particuliérement importante pour la suite de ce
cours.

Proposition 3.3.7 Soit i une mesure borélienne localement finie, a € IR et F,, la fonc-
tion définie sur IR par :

Falt) = { li(,t[féitt,[i[) Sisz’t ?;7& (3:.15)

La fonction F, vérifie les propriétés suivantes :
1. F, est croissante,

2. F, est continue a gauche,

3. M(R) = Fa(+oo) - Fa(—OO).
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Preuve 1.Vs e IR tel que s <, Fo(t) — Fy(s) = u([s, t[) > 0, donc F, est croissante.
2. Soit (t,) une suite de IR qui tend vers ¢ lorsque n tend vers l'infini. L’intervalle
[tn,t[ converge donc vers (). D’aprés le point 5 de la proposition 3.3.3 nous avons
F,(t) — Fy(t,) qui tend vers 0. Ainsi F;, est continue a gauche.
3. R peut étre vu comme la limite de I'intervalle [—n, n[ lorsque n tend vers l'infini.
Ainsi :
p(IR) = lim F,(n) — F,(—n) = Fu(+00) — F,(—00). (3.16)

n—-+oo

O

C’est en fait le théoréme réciproque qui nous intéresse particuliérement. La démons-
tration longue et fastidieuse n’est pas donnée ici (cf. par exemple [Gra88]).

Théoréme 3.3.8 Soit une fonction F : IR — Tﬁ, croissante et continue a gauche,
alors il existe une unique mesure positive p sur (IR, B(IR)) telle que pour tout a et b réels
avec (a < b) :

u(la,b]) = F(b) — Fla). (3.17)

Cette mesure caractérisée par Stieljes comme une extension de la mesure de Lebesgue
sur (IR, B(IR)) porte le nom de mesure de Stieljes (ou Stieljes-Lebesgue) associée a F.
Deux cas particuliers sont importants.

Cas particuliers

1. Mesure de Lebesgue sur (IR, 3(IR))

Soit F'(t) = t, Vt € IR. F est croissante et continue a gauche. Il existe donc une
unique mesure A telle que pour tout a et b réels avec (a < b) : A([a,b]) = b—a
qui est la longueur de I'intervalle [a, b[. La mesure A est la mesure de Lebesgue sur
(IR, B(IR)) ; elle prolonge aux boréliens la fonction longueur définie sur les intervalles.

2. Probabilité sur (IR, B(IR))
Une probabilité P sur (IR, B(IR)) est parfaitement définie par sa fonction de ré-

partition Fp(z) = P(] — 00, z[), on Fp est une application croissante, continue &
gauche, telle que Fp(—o0) = 0 et Fp(+o0) = 1.

3.3.3 Ensembles négligeables

Définition 3.3.9 Soit un espace mesuré (X, M, 1), un ensemble mesurable E (de M)
est p-négligeable (ou de p-mesure nulle) si pu(E) = 0.

Proposition 3.3.10 Une réunion dénombrable d’ensembles p-négligeables est p-négligeable.
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Preuve En utilisant I'inégalité  de  convexité  dénombrable  (3.10)
U*OOA Z 1(A,), dans le second membre tous les termes sont nuls, donc la somme

vaut zéro. |

Définition 3.3.11 Une propriété (P) est vraie p-presque partout si [’ensemble
{z € X : (P)(x) fausse } est u-négligeable.

En abrégé nous notons “u-p.p.”, en probabilité nous disons presque sr.

Exemple 3.3.12 Soit (P) la propriété “x est irrationnel, avec x € IR”.

Nous savons que 'ensemble ot (P) n’est pas vérifiée est Q. Nous cherchons a calculer
A@®), o A est la mesure de Lebesgue sur IR. L’espace des rationnels est dénombrable,
donc nous pouvons écrire : Q = U2 {r,} et donc :

=> A({ra}). (3.18)

Soit F' telle que F'(b) — F(a) = A([a, b]), et (x,) une suite qui tend vers z telle que =, > x,
Vn. D’aprés le point 5 de la proposition 3.3.3, nous avons F(x,) — F(x) qui tend vers
A({z}). Ainsi A({z}) = F(27) — F(z). Or pour la mesure de Lebesgue F(x) = z est
continue donc A({z}) = 0, Vz € IR. Nous en déduisons que A(®) = 0, et que presque tout
réel est irrationnel.

Nous pouvons étendre la définition de mesurabilité au contexte presque partout.

Définition 3.3.13 f: (X, M) — (IR, B(IR)) est mesurable si f est définie u-p.p. et si
VYV ouvert de R, f~1(V) N E° est mesurable, ou E = {z € X : f(x) non définie }.



Chapitre 4

Intégration de fonctions mesurables

Nous allons d’abord considérer les fonctions mesurables positives. L’intégrale d’une
fonction mesurable positive est classiquement étudiée dans un premier temps dans le cas
particulier des fonctions en escalier. Dans ce chapitre nous désignons par (X, M, p) un
espace mesuré.

4.1 Intégrale de fonctions mesurables positives

Définition 4.1.1 Une fonction g : X — IR est dite en escalier (ou étagée) si elle ne
prend qu’un nombre fini de valeurs réelles. Nous noterons Es(M) l'ensemble des fonctions
en escalier a valeurs dans IR.

Ainsi nous avons g(X) = {ay,as, ...,a,}, avec a; € eR, a; < ay < ... < a, et 'ensemble
des A; = g '({a;}) pour 1 < i < n est une partition de X. La fonction g peut s’écrire
sous sa forme canonique :

f=> aila,. (4.1)
=1

Définition 4.1.2 Soit g : X —— IR une fonction en escalier, pour tout £ € M son
intégrale est définie par :

/Egdu = Z ai(A; N E), (4.2)

avec la convention 0 X oo = 0 afin que la fonction nulle soit une intégrale nulle, méme sur
un ensemble de mesure infinie. Cette intégrale se lit : “intégrale de g sur E par rapport a
la mesure p”.

Exemple 4.1.3 - Sig=1, avec A e M, alors [ gdp = p(A).

- Si 4t = b4, la mesure de Dirac au point xg, alors / gdp = Z 14, (zo) = f(z0)-
X i=1

21
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- Si g = 1a,b] et x = A la mesure de Lebesgue, alors / gd\ = (b—a).
X

Les principales propriétés de I'intégrale sont données dans la proposition suivante :

Proposition 4.1.4 Pour toutes fonctions en escalier f et g : X —— R’ mesurables
positives, nous avons :

1. Pour tout E € M, [, fdu= [, flgdp.

. Pour tout A et B € M tels que AC B, [, fdu < [, fdp.
Cfyefdu=c [, fdu, Ve e RY.

S+ 9)du = [ fdu+ [y gdp.

CSif<g, [ fdu < [y gdp.

) fX fdu =0 si et seulement si f =0 p-presque partout.

Dy v A o e

Preuve
nw

1. Pour toute fonction positive en escalier f, / fdp = Z a;i(A; N E). De plus X =
2 i=1

E U E® avec EN E° = (), donc par Padditivité de p, nous avons p(A; N X) =
w(A; N E) + p(A; N E°), ainsi / fdu = /fdu+/ fdu. Donc / flgdy =
X E Ee X

flgdp + flgdp. Le deuxiéme terme étant nul, nous montrons le premier
E Ee
point. Cette propriété, nous permet de restreindre ’étude & X.

2. Soit A" € M tel que B = AU A’ soit disjointe. Comme précédemment, nous avons :
[ sdn= [ sau+ [ au (4.3)
B A A

Puisque [,, fdu > 0, nous avons [, fdu < [, fdp.
3. [yefdu=c [, fdu, Ve € IRT est évident en reprenant les définitions.

“+00

4. Montrons que si ' = U;ZTEj, avec les £ disjoints, alors :

[E fdp = f /E s (1.4)

ce qui est équivalent au fait que v définie par v(E) = / fdp est une mesure positive
B

sur (X, M). En effet :

v(E) =) ay(AiNE) = Z a; (Z (A N E]-)> : (4.5)

i=1
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Donc :
v(E) = Z (Z a;pu(A; N E)) ) Zl/ (4.6)

La réciproque est 'objet du théoréme de Radon-Nicodym ou Lebesgue-Nicodym
|God03], |Gra88|.

Soit f = ZaillAi et g = ij]lgj. Posons F;; = A; N B;, alors X = U, ;jF;; et

i=1 j=1
donc :

/f+gdu Z/ (900 = 3 (o + (B (4.7)

puisque sur Ej;, f = a; et g = b;. Or Zai,u(Eij) = aiZu(EZ-j) = a;;u(4;) donc
j j

Z a;p(Bij) = Z a; i A; / fdp. Nous montrons ainsi le résultat.
irj i

5. Il suffit d’écrire g = f+ (g — f), avec (g — f) fonction en escalier mesurable positive.

Donc :
/ngMZ/dequ/X(g—f)duz/deﬂ, (4.8)

6. Si f = 0 u-presque partout, il existe un ensemble négligeable N € M tel que
f(z) = 0 pour tout point de X ~ N. Nous avons alors f < +oo.ly, d’ou

fdu < +oo.u(N) = +00.0 = 0.
X
1
Inversement, si fX fdu = 0, posons A, = ! ([— +oo]> pour tout n > 1. Nous

1 1
avons donc —1,, < f, dou — / fdp. Ainsi p(A,) = 0, or 'ensemble
n

A =U,>1 4, est tel que p(A) < Z 1(A,) = 0. L’ensemble A est donc négligeable,
n>1
et ce n’est autre que 'ensemble des points x de X tels que f(z) # 0.

Nous remarquons que pour montrer ce dernier point, nous n’avons pas utilisé le fait
que f soit une fonction en escalier. Nous montrons ainsi que ’équivalence est vraie pour
des fonctions positives mesurables intégrables avec la définition suivante.
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Définition 4.1.5 Soit f : X —— R mesurable, pour tout E € M son intégrale est
définie par :

/fd,u: sup /gd,u. (4.9)
E g€ EB(M) JE

0<g<f

Lemme 4.1.6 Soit f : X —— R mesurable, alors il existe une suite (f,)n>1 croissante
de fonctions mesurables en escalier positives telle que lirf fn(z) = f(2).
n—-—+0oo

Preuve Vérifier en exercice que :

gn

1—1
fu = Z Il-f—l([ifl ; ]) + n:ﬂf—l([n7+oo]) (4.10)

définie une telle suite. O

Le principal résultat de cette section est le théoréme suivant dit de convergence mo-
notone ou encore de Beppo Levi qui permet de voir I'intégrale comme une limite de suite.

Théoréme 4.1.7 Théoréme de la convergence monotone
Soit (fn)n>1 une suite croissante de fonctions mesurables positives sur un espace me-

suré (X, M, u) a valeurs dans R qui converge simplement vers f, alors f est une fonction
mesurable positive telle que :

im_ /X Fudlpt = /X fd. (4.11)

Ce théoréme donne les conditions pour le passage de la limite sous le signe somme. La
suite (f,)n>1 peut par exemple étre une suite de fonctions en escalier.

Preuve Soit [, = / fndp, puisque (f,) est une suite croissante, (I,,) est une suite
X

croissante de TR qui converge vers un nombre I € [0,+oc]. De plus f > f,, Vn, donc
nous avons / fdu > 1.

Soit s uné( fonction en escalier mesurable positive telle que 0 < s < f et ¢ un réel tel
que 0 < ¢ < 1, nous notons A, = {z € X : f,(z) > e¢s(z)}. D’aprés la proposition 3.2.3
nous avons A, € M, car les fonctions f, sont mesurables et que A,, = (f —cs)1(]0, +oc]).
De plus comme la suite (f,) est croissante 4, C A, 1. Si A = U, A, alors d’apreés le point
4 de la proposition 3.3.3 nous avons pu(A) = nl_l}r_{loo 1(A,). De plus X = A, en effet si pour

x fixé, f(z) =0, alors s(z) =0 et o € Ay, sinon f(x) > 0, et puisque f,(z) converge vers
f(z) et f(z) > es(x) dans ce cas, pour n assez grand f,(x) > cs(z) et donc x € A,,.
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Nous avons :

/ Jndp > Jndp > c/ sdyu. (4.12)
X An N

Comme X = U,A, et que 'application A — / sdp est une mesure (cf. la preuve du
A
point 4 de la proposition 4.1.4), d’aprés le point 3 de la proposition 3.3.3

lim sdy = / sdp. Ainsi :
n—-+oo A X

lim /fndch/ sdj, (4.13)
n—+oo X X

pourtout0<c<1et()gsgf,doncfz/fd,u.
X

Puisque / fdp > I, nous montrons le théoréme. 0
X

Comme corollaire, nous obtenons toutes les propriétés de la proposition 4.1.4 établies
pour les fonctions en escalier, en écrivant une fonction mesurable positive comme limite
d’une suite de fonctions en escalier mesurables positives. L’existence d’une telle suite est
assurée par le lemme 4.1.6. Un autre résultat immeédiat est le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.8 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables positives sur un espace
mesuré (X, M, u) a valeurs dans T{Jr, alors :

/andu Z/ Fadp (4.14)

n>1 n>1

Preuve Il suffit de considérer la suite croissante g, = Z fi et hm Jn = Z fi. En

utilisant le point 4 de la proposition 4.1.4 étendue aux fonctlons mesurables p051tlves et
a I'aide du théoréme de convergence monotone, 1’égalité est obtenue. U

Un autre corollaire important qui porte le nom de lemme de Fatou peut étre déduit
du théoréme de convergence monotone.

Corollaire 4.1.9 Lemme de Fatou
Soit (fn)n>1 une suite croissante de fonctions mesurables positives sur un espace me-

suré (X, M, u) & valeurs dans T{Jr, alors

/ liminf f,dy < hmlnf/ fndpe. (4.15)
X

n—-+0oo
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Preuve Posons g, = inf f;. Nous avons donc :
k>n

on= [ guidn < [ fudn=ba, (4.16)
X X
et donc liminf a,, < liminfb,. Puisque (g,) est une suite croissante positive qui converge
n—-+0o0 n—-+0o00
vers liminf f,,, d’aprés le théoréme de convergence monotone, nous obtenons :
n——+o00
liminfa, = lim a, = / liminf f,dpu. (4.17)
n—-+00 n—+00 X n—-+00

O

4.2 Intégrale de fonctions mesurables

Définition 4.2.1 Soit [ une fonction mesurable sur un espace mesuré (X, M, 1) a va-
leurs dans IR, f est dite intégrable si

/ fldp < +oo. (4.18)
X

Définition 4.2.2 Soit [ une fonction mesurable sur un espace mesuré (X, M, 1) a va-
leurs dans IR, lintégrale de [ est définie par :

/deuz/xﬁdu—/xf‘du. (4.19)

Cette définition est naturelle puisque f* et f~ sont deux fonctions positives, qui sont
mesurables si f I'est. De la méme facon, il est possible de définir I'intégrale d’une fonction
a valeurs dans @, comme la somme de deux fonctions a valeurs dans IR. Les propriétés
de T'intégrale pour les fonctions positives et en escalier (cf. proposition 4.1.4) sont donc
toujours valables. Nous avons ainsi les propriétés données dans la proposition suivante.

Proposition 4.2.3 1. Si f et g sont intégrables, nous avons pour tout a, [ réels :
/ (af + Bg)dp = a/ fdp + ﬁ/ gdp. (4.20)
X X X

2. Pour tout f intégrable :

!/deulé/X!f!du- (4.21)



4.2. INTEGRALE DE FONCTIONS MESURABLES 27

Preuve
1. Nous avons clairement / afdy = a/ fdu. En posant h = f + g, nous avons
h=ht—h =ft—f +¢g"—g ,doncht +f +¢g = fr+g¢"+h, quisont
des fonctions mesurables positives. A1ns1, nous avons :

/X(h++f +9 )dp = /X(f++g++h)du. (4.22)

En remplacant h par f + g, nous obtenons l'additivité :

/X(f+g)du=/deu+/ngu, (4.23)

ce qui montre la linéarité de I'intégrale. De plus, il est évident que I'intégrale est une

forme linéaire positive sur I'espace des fonctions intégrables, car Vf > 0, / fdu > 0.
X

2. Par définition, si f est intégrable |f| qui est positive lest aussi. De plus
=|fI < f < |f], donc :

| /X Fdul < /X Fldn (1.24)

U

Théoréme 4.2.4 Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
Soit (fu)n>1 une suite croissante de fonctions mesurables sur un espace mesuré (X, M, p)
a valeurs dans IR telles que :

1. lim f, = f p-presque partout,
n——+00

2. il existe une fonction g intégrable telle que |f,| < g p-presque partout.

alors
lim /fnd,u:/fdu. (4.25)
n%Jroo! X X

Preuve Nous pouvons supposer, quitte a modifier f, sur un ensemble négligeable, que

fn tend vers f partout et que |f,| < g partout. Nous avons donc |f| < g, f est donc

intégrable. De plus, |f — fu| < 2g et lim |f — f,| = liminf|f — f,| = 0. Ainsi, en
11— +00 n—~+00

appliquant le lemme de Fatou a la suite de fonctions mesurables positives 29 — |f — fa|,
nous avons :

/ 2gdp < lim inf/ (29— |f — ful)du, (4.26)
X n—+oo [y
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et
lrlgligof/x@g —|f = fadu = /XQQCZM - grgigof/X f = fuldp. (4.27)
Alinsi :
limsup/ |f — fuldp =0, (4.28)
n—-+oo X

d’ou le résultat puisque :

/X Fudp /X fdu‘ < /X 1~ fuldp. (4.20)

4.3 Intégrale de Riemann vs intégrale de Lebesgue

Définition 4.3.1 L’intégrale de Lebesgue d’une fonction f mesurable est l'intégrale
de f par rapport & la mesure de Lebesgue sur (IR, B(IR)), A.

Définition 4.3.2 Une fonction mesurable f est intégrable au sens de Riemann sur
[a,b], (—o0 < a < b < +00), s'il existe deuzx suites de fonctions en escalier sur [a,b] u,
et v, telles que :

Uy S Up+1 S S f S S Un+1 S Un, (430)
b
lim (vn(2) — up(z))dz = 0. (4.31)

n—-+oo a

b b b
Nous avons alors/ f(z)dz = lim up(x)dr = lim vpdx.

n—-4o0o a n—+0o0o a

Proposition 4.3.3 Soit f une fonction mesurable intégrable au sens de Riemann sur un
intervalle borné [a,b], alors f est intégrable au sens de Lebesgue et les deux intégrales sont
égales.

La définition de I'intégrale de Lebesgue recouvre ainsi 'intégrale de Riemann.
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b b
Preuve Si u est une fonction en escalier sur [a,b], alors / u(z)dr = / u(z)dA(x).

Puisque u; < f < vy, f est intégrable et :

/ab up(x)dr < /ab f(z)dA(z) < /ab vp(z)dz. (4.32)

De plus /bf(x)dx = lim bun(x)dx = lim bvn(x)dx, donc /bf(x)dx = /bf(x)d/\(x)

n—-+oo a n—+0oo a

Remarque La réciproque est fausse, il n’y a donc pas équivalence entre 'intégrabilité
au sens de Riemann et l'intégrabilité au sens de Lebesgue. En effet, reprenons la fonction
définie sur [a, b] par :

|0 st z2eq,
f(flf)—{ I sio2dQ (4.33)

Nous avons déja vu qu’une telle fonction n’est pas intégrable au sens de Riemann (cf.
section 2.2 page 10). De plus, I'ensemble [a,b] N @ qui est un borélien (cf. exercice 2.1)
est A-négligeable (A([a,b] N Q) = 0 car A({z}) = 0). Donc f est intégrable au sens de
Lebesgue et d’intégrale nulle.

Proposition 4.3.4 Soit f une fonction mesurable intégrable au sens de Riemann sur un
intervalle borné [0,a], pour tout a € IR, alors [ est intégrable au sens de Lebesgue sur
[0, +00[ si et seulement si :

/;Oo () ]d < +oo. (4.34)

Preuve Par définition f est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si

+00
/ |f(z)|dx < +00. Le théoréme de convergence monotone entraine que :
0

+o0 +o0
| @i = in [ @ @ = g [l @3
0 n—+oo 0
+o0
Donc f est intégrable si et seulement si/ |f(x)]|dx < 4o00. O
0

Nous avons également si f est intégrable au sens de Lebesgue, alors le théoréme de
convergence dominée entraine que :

+Oof() = hm/f JdA(z) = hm/f ydx = 0+Oof() . (4.36)

0 n—-+o0o n—-+00
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Théoréme 4.3.5 Soit f une fonction mesurable, alors f est intégrable au sens de Rie-
mann si et seulement si f est continue A-presque partout.

Nous ne démontrons pas ce théoréme somme toute assez intuitif & partir de la proposition
2.1.9, car la preuve reste compliquée a établir. Ainsi, au presque partout prés, Riemann
ne savait intégrer que des fonctions continues. Il avait cependant défini des intégrales
généralisées, que deviennent ces intégrales au sens de Lebesgue ?

Considérons ¢ une fonction positive A-presque partout continue. L’intégrale généralisée
de Riemann est donnée par :

lim tgp(x)d:z: = /(;OO o(x)dz. (4.37)

t—+00 0

Puisque :

/0 oln)dr = /0 " (@) o ()N (1), (4.39)

nous définissons une suite ¢, qui tend vers Uinfini, alors f,(z) = ¢(2)lps,)(x) est une
suite croissante. D’aprés le théoréeme de convergence monotone, nous avons :

i [ el lo@ade) = [ | i el @d) (4.39)
avec a gauche l'intégrale généralisée de Riemann et a droite I'intégrale de Lebesgue.

Il faut cependant prendre garde que certaines fonctions peuvent avoir une intégrale
généralisée de Riemann, sans étre intégrable au sens de Lebesgue. En effet, si nous re-

sin(z)

prenons l'exemple de la fonction , elle n’est pas intégrable au sens de Lebesgue

car
Rt

+o00
néralisée de Riemann, dans ce cas l'intégrale /
0

sin(x)

+00 | o3
d\(z) = / Mdl‘ = 400, alors qu’elle posséde une intégrale gé-
0 x

sin(x)

est dite semi-convergente.



Chapitre 5

Espace L”, et convergences

5.1 Définitions

Définition 5.1.1 Nous notons par LP(X, M, u) Uensemble des fonctions mesurables sur
(X, M, n), définies p-presque partout et telles que :

/X |fIPdp < +o0. (5.1)

Ainsi L'(X, M, i) est T'espace des fonctions intégrables au sens de l'intégrale des
fonctions mesurables sur (X, M, p).

I = ([ !f!”duf (52)

pour toute fonction (réelle ou complexe) mesurable. Nous avons :

Proposition 5.1.2 Soit

JelZ &I/l < +oo, (5:3)
|fll, =0 = f =0 u— presque partout, (5.4)
leefllp = lal [[ £l Yo € Q. (5.5)

Preuve La premiére équivalence est évidente et les relations (5.4) et (5.5) découlent
directement de la proposition 4.1.4. O

Proposition 5.1.3 Inégalité de Holder

1 1
Soit f et g deux fonctions de L' et p et q conjugués avec (1 < p < +00), (i.e. ]_?+E =
1), alors
£l < 11/ 11allgllq- (5.6)

31
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Preuve Nous pouvons nous restreindre & 0 < ||f|l, < +oo et 0 < ||g]|; < +o0. En
effet, d’aprés la relation (5.4), ||f]l, =0 = f = 0 p-presque partout et donc || fg[j; =0

/ ot G =7 , F et G sont donc de L' et
11l ll9llq

/ F”du:/ Gldp = 1. (5.7)
X X

Puisque la fonction qui & tout z associe e” est convexe, pour tout ¢ de [0, 1] et tous réels
Tety:

p-presque partout. Soit F' =

te® + (1 —t)e¥ > 2=ty (5.8)
1 1
En posant t = —, 1 —t = —, e* = FP et e = (G4, nous avons :
p q
Fr G
—+ — > FG. (5.9)
p q

En intégrant cette inégalité par rapport a p sur X et d’aprés 'équation (5.7), nous avons :

/ FGdp < 1, (5.10)
X
qui s’écrit aussi :

| fod < 171l (5.11)
qui est 'inégalité de Holder. 0

Proposition 5.1.4 Inégalité de Minkowski
Soit f et g deux fonctions de LP et p tel que 1 < p < 400, alors

1+ gllo < [ f1lp + llglly- (5.12)

Preuve Nous pouvons nous restreindre a [[f + g[|, > 0, [|f]l, < +oo et [[g]l, < +oo,
sinon l'inégalité est évidente. La fonction qui & tout x associe 2P avec x > 0 et p > 1 est

1
convexe. En appliquant I'inégalité (5.8) pour ¢ = 5> hous obtenons :

+ 1
(—f g) <5 ("+g), (5.13)
ainsi en intégrant :

1F =+ gllp <27 (£l + llglls) - (5.14)
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Ainsi, si |1l < +o0 et [lgll, < +oo, [If +gll, < +oo.
Or (f+9)? = f(f+9)" *+g(f+g)Pt. L’inégalitée de Holder appliquée a f et (f+g)P*
donne :

[ a6 +aransis, ([ g +a) (5.15)

avec p et ¢ conjugués. Donc

([Jf+gwwn>q:(/;f+9y)q=Hf+mg- (5.16)

'inégalité (5.15) s’écrit alors :

[ 1oy < sl 17 + ol (517)
de méme nous avons :

[ otr+ 0t < gl 1 + 9l (51
Ainsi en intégrant (f + g)? = f(f +¢)*~' + g(f + g)P~', nous avons :

1+ gl < 1+ gl 1+ ). (5.19)

Puisque nous avons vu que || f + g||, < 400 et que p — p_ 1, nous obtenons l'inégalité
q

de Minkowski :

1+ allp < [[f1lp + llgllp- (5.20)

OJ

Proposition 5.1.5 L’espace LP(X, M, 1), avec p < +0oo est un espace vectoriel normé,

la norme étant définie par :
1
I = ([ 1oean) (5.21)

Preuve C’est immédiat a partir des relations (5.4), (5.5) et de I'inégalité de Minskowski.
U
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Remarque Cette proposition n’est pas tout a fait correcte car || f||, = 0 n’entraine pas
f =0, mais f =0 u-presque partout. Il suffit en fait d’identifier deux fonctions u-presque
partout égales, i.e. la relation d’équivalence : f = g p-presque partout et f € LP(X, M, )
équivaut a g € LP(X, M, u).

Remarque Une constatation importante est le fait que le nombre 2 est son propre
conjugué. Nous avons ainsi des propriétés intéressantes pour 'espace L*(X, M, 1), en
particulier le théoréme de Fischer et Riesz.

Théoréme 5.1.6 Soit [ et g deux fonctions de L*(X, M, 1) @ valeurs dansQ, et soil
<f.9>= [ f@lg@dn() (5.2
X

L’espace des fonctions de L?(X, M, u) & valeurs dans® est un espace hermitien muni du
produit scalaire < f, g >.

Preuve En effet, nous avons les propriétés suivantes :
- La fonction qui a f associe < f, g > est linéaire,

- <f7g>:<f7g>7
- < f,f>>0,et < f, f>=0siet seulement si f =0 p-presque partout.

5.2 Convergences

Définition 5.2.1 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions de L' (X, M, p).

- La suite (f,)n>1 converge en moyenne au sens L' si lim / |fo — fldp = 0,
- n——+00 X
nous notons : f, — f.
L
- Lo suite  (fp)n>1 converge au sens de presque partout si

plr € X : f(z) » f(z)} =0, nous notons : f, — f.
p-pp
- La suite (fy)n>1 converge en mesure si Ye > 0, V¢ > 0, AN, Vn > N,

pl{r € X o |fu(x) — f(a)] > €} <e.

Proposition 5.2.2 Avec les notations précédentes :
1. la convergence en moyenne au sens de L' entraine la convergence en mesure,
2. la convergence p-presque partout entraine la convergence en mesure si (X ) < 400,

3. la convergence p-presque partout n’entraine pas en général ni la convergence en
mesure ni la convergence en moyenne au sens de L',
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4. la convergerice U-presque partout entraine la convergence en moyenne au Sens de Ll
st |fn| S g Vn et g € Ll(X7M7ILL))

5. la convergence en moyenne au sens de L' n’entraine pas en général la convergence
p-presque partout,

6. la convergence en mesure n'entraine pas en général la convergence en moyenne au
sens de L1,

7. la convergence en mesure G une extraction pres entraine la convergence p-presque
partout.

Cette proposition est illustrée par le triangle des convergences donné par la figure 5.1.

En moyenne au

gens de L!
s1)f [<get
ge L
s1 p(x)<teo
p-presque " En mesure
partout ~

pour une suite extraite

FiG. 5.1 — Le triangle d’or des convergences.

Preuve
1. En effet, soit I = {z € X : |fu.(x) — f(z)| < €}, nous avons :

/ fu— Fldpt < / ddp < u({z e X |fu—fl <D, (5.23)
I I

1
donc pu (I) < —||fn— f||1- Cette inégalité est 'inégalité de Bienaymé et Tchebychev,
€
qui dans sa version statistique n’est autre que la loi faible des grands nombres.
2. Par hypothése l'ensemble {x € X : f,(z) - f(x)} est de mesure nulle. Soit
Gr={z € X :sup|fu(z) — f(x)| > €} pour e fixé. Ainsi G; C ... CGx C ... C X et
n>k
si p(X) < 400 alors u(Ng>1Gy) = kliin 1(Gr). Or dans E = Mg>1Gy, = {z € X :
> Ham >

Vk, In > k|fo(x) — f(z)| > €}, fn ne converge pas vers f donc E est de mesure nulle.
Ainsi u(Gy) tend vers 0 avec k, et donc la suite (f,) converge vers f en mesure.
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En probabilité la convergence p-presque partout entraine toujours la convergence
en mesure, puisque P(X) = 1.

. Donnons un contre-exemple : soit f, = 1;_,,) qui a pour limite lr. Nous avons :

p({r € X |fulw) = f2)| 2 €}) = p([-o0, —n] U [n, +00]) = +00,  (5.24)

et aussi

/ ’fn — f\du = / ﬂ[,oo’,n] + ﬂ[n’+oo}du = +00. (5.25)
R R

. Ce résultat n’est autre que le théoréme de convergence dominée.

n n+1

. Donnons un contre-exemple : soit I, = {# € [0,27] : g z <9< E z} et
i i
i=1

i=1
fn(0) =151 0 € I, et 0 sinon. Ainsi :

v

n—_|_17 (5.26)

2T
/ fn(0)df = longueur de I, =
0

qui tend vers 0. Donc f, converge en moyenne au sens de L', mais pas presque
partout car pour tout z il existe une infinité de n pour lesquels x € I,,, (i.e. fn(z) =

1).

1
. Donnons un contre-exemple : soit f,(z) = n si x € [0, —] et 0 sinon. Ainsi f,, tend

1
vers 0, mais / |fn — 0ldp = 1 alors que g ({z € R : |fu(z) — f(z)] > €}) = = qui
R n

tend vers 0.

. Par hypothése : Ve > 0, Ve’ > 0, IN,Vn > N, p({z € X : |fo(z) — f(2)| > €}) < e

Prenons ¢ = € = alors il existe N tel que Vn > N,

" ({x € X |fulz) - fa)] > l}) < Qlk Soit Ay = {& € X : Tng, ¥n > ng|fo(z)—
1

f(@)| > 5}, alors pu(Ay) < 5 Nous allons utiliser un résultat trés utile en proba-
bilité di a Borel et Cantelli :

Lemme 5.2.3 Soit (Ag) une famille de sous-ensembles mesurables telle que
+00

ZM(Ak) < 400, alors Vx € X, x appartient au plus o un nombre fini de Ayg.
k=0

Preuve du lemme
—+o0

Soit la fonction g = Z 14,, alors d’aprés le corollaire 4.1.8, nous avons :
k=0
+00

[ st@riute) = 3 [ @) =3 nlan) <+ (5.27)

k=0
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Ainsi g est fini p-presque partout et donc x ne peut appartenir qu’a un nombre fini
de Ak. |

“+o00o
Par ce lemme, puisque Z p(Ag) < 400, Vo € X, x appartient au plus & un nombre

k=0

fini de Aj. Ainsi il existe ko(x) tel que Vk > ko(z), v ¢ Ag. Donc il existe ko(z) tel
1

que Yk > ko(x), Vng, In > ny tel que |fu(x) — f(2)] < T Il est alors possible de

construire une suite croissante d’entiers n;:(z) telle que :
J

o) — F()] < 5 (5.28)

ce qui prouve la convergence presque partout d’une suite extraite.
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Chapitre 6

Intégrales multiples

Nous avons défini 'intégrale simple dans les chapitres précédents, dans ce chapitre
nous nous attachons a définir 'intégrale multiple. Pour ce faire, nous rappelons quelques
notions sur les espaces produits et présentons les mesures produits. Le résultat fondamen-
tal du chapitre est le théoréme de Fubini qui permet de définir I'intégrale multiple. Simple
d’utilisation, il reste compliqué & démontrer.

6.1 Produit d’espaces mesurables

Considérons deux espaces mesurés (X, M, u) et (Y, N,v) avec p et v deux mesures

positives. Nous cherchons & munir 'espace X X Y d’une tribu et d’une mesure, ou
XxY={(r,y):xeX,yeY}

Définition 6.1.1 Soit E C X xY et x € X, la z-section de F, notée (F), est définie
par :

(B)e ={y €Y :(z,y) € E}. (6.1)
De méme, pour y € Y, la y-section de I, notée (E), est définie par :

(B), = {z € X : (x,y) € E}. (6.2)

Remarque
- (E(%I CYet(E),CX.
- (B, = (B)g, (NiBy), = Ni(Ei)y et (UiEy), = Ui(E)),.

Définition 6.1.2 L’espace produit de deuz espaces mesurables (X, M) et (Y,N) est
Uespace mesurable (X x Y, M QN), ou M QN est la tribu engendrée par la classe des
pavés mesurables M x N.

Proposition 6.1.3 Si E € M®N, alors (E), € N,Vz € X et (E), € M,Vy €Y. Les
sections d’un ensemble mesurable sont donc mesurables.

39
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Preuve F est donc un pavé mesurable. Soit © = {E C X xY : (E), € N,Vz € X}. 1l
faut donc montrer que c¢’est une tribu. Si £ C ©, 'ensemble ((X X Y) N E), =Y ~\ (E),
appartient & N, ainsi ((X x Y) \ E), appartient & ©. De méme pour une suite (E,,) de
©, nous avons (N, Ey,), = Np(Ey),, donce lintersection de la famille (E,) appartient & ©.

Le méme raisonnement prouve que (E), € M, Vy € Y. O

Proposition 6.1.4 Soit f : X x Y — IR, une fonction M @ N -mesurable, alors
- Jo iy — [(x,y) est N mesurable, Vo € X,
- fyrx— f(z,y) est M mesurable, Yy € Y.

Preuve Sif=1g (o0 E € M®N), d’aprés la proposition 6.1.3, le résultat est vrai. Il
est donc vrai pour toute fonction en escalier, par passage a la limite (convergence simple)
pour toute fonction f, M ® AN mesurable. O

Proposition 6.1.5 Soit f : (Z,Q) — (X x Y, M QN) avec f = (f1, f2), alors [ est
mesurable si et seulement si fi et fo sont mesurables.

Preuve Si [ est mesurable, alors pour tout E de MQN, f~'(E) € Q. Pour E = AxY
(o A e M), fYE) = f,'(A) € Q, donc f; est mesurable.

Si fi et f; sont mesurables, alors pour tout £ = A x B € M ® N,
fYE) = fiY(A) n f,1(B) appartient & Q puisque f; et f, sont mesurables. Ainsi
Y Ax B)C Q. Donc f'MN) = fo(Ax B)) =0c(f"(Ax B)) Co(Q) =Q,

i.e. f est mesurable. O

6.2 Mesure produit

Définition 6.2.1 Soit deux espaces mesurés (X, M, u) et (Y, N,v), la mesure produit,
produit des deuxr mesures ji et v, notée p ® v, sur Uespace (X X Y, M @ N') est donnée
pour tout A x B de M @ N par :

(1@ v)(A x B) = u(A)w(B). (6.3)

Théoréme 6.2.2 Si i et v sont deur mesures o-finies, il existe une unique mesure po-
sitive @ v sur (X x Y, M @ N) telle que p @ v(A x B) = pu(A)v(B) pour tout pavé
mesurable A X B.
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Preuve Nous ne démontrons pas ici ce théoréme, la démonstration est donnée par
exemple dans [Gra88| ou [Mal82]. O

Ainsi, d’aprés I'unicité et la symétrie des données, pour tout £ de M®N, nous avons :
o)D) = [ A(EL)duta) = [ Aoty (6.4)

Théoréme 6.2.3 Théoréme de Fubini
Soit f : X xY —— IR une fonction intégrable, alors pour presque tout y de Y, la
fonction f, est p-intégrable sur X, la fonction y —— / fd(p®v), définie presque partout

X
dans Y est v-intégrable et nous avons :

L(Afy(z)du(x)) dvly) = | Jdpewv). (6.5)

Preuve Considérons dans un premier temps f = lg, avec £ € M ® N. Nous avons
donc

/X £, (@) dpu(z) = /X I, (@)da(x) = p((E),)- (6.6)

D’aprés la proposition 6.1.4, la fonction qui & tout y associe p((E),) est mesurable et

son intégrale est par définition : p ® v(E) = / l1zdp ® v, ce qui montre le théo-
XxY
réme pour les fonctions indicatrices. Par linéarité, le théoréme est donc vrai pour toute

fonction en escalier positive. De plus toute fonction mesurable positive est limite simple
d’une suite croissante de fonctions positives en escalier (¢f. lemme 4.1.6). D’apreés le théo-
réme de convergence monotone, le théoréme est vérifié pour les fonctions mesurables
positives. Nous pouvons écrire f comme soustraction de ft et f~ qui vérifient donc le

théoréme comme fonctions mesurables positives. Ainsi les fonctions y —— f; du et
X
Yy — / f, dp sont intégrables, donc finies presque partout. Par soustraction de quanti-
X

tés finies, la fonction y — / Jydp est intégrable et
X

Sy Ux fl,)du(z) dv(y) = [y (7 = f )@ 9)d(p @ v) (@, y) (6.7
=[xy fl@,9)d(p @ v)(z,y). '
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Remarques

1. Lorsque les conditions du théoréme sont satisfaites, I'intégrale est parfois notée :

£, 9)d(u ® ) (x,y) = / / £ y)da(z) du(y). (6.8)

XxY

2. Si f est une fonction (p ® v)-intégrable de X x Y dans IR, nous avons :

/Y ( /X fy(a:)du(:c)> dv(y) = /X < /Y fz<y>du(y>> du(z). (6.9)

I1 faut cependant prendre garde si f n’est pas (u ® v)-intégrable, car les deux
membres de 1'égalité (6.9) peuvent avoir un sens, sans étre égaux. L’égalité peut
également étre vérifiée sans que f soit (u ® v)-intégrable. Cependant I’égalité (6.9)
est toujours vraie si f est une fonction mesurable positive & valeur dans IR et vaut

f(z,y)d(p®v)(x,y). Ainsi en pratique, nous cherchons souvent & montrer que
XXY

I'égalité est vraie pour |f|, pour prouver que f est (u ® v)-intégrable.
Ce résultat se généralise facilement au produit de n espaces mesurés par ’associativité
du produit des tribus et des mesures.

Exemple 6.2.4 1. Boréliens de IR"
La tribu des boréliens de IR", B(IR"), est définie par B(IR") = ® B(IR). La tribu
i=1

des boréliens de IR", B(IR") est engendrée par la classe des ouverts de IR", par les

n
pavés de IR", H(ai, b;) |, ou encore par la classe des ensembles H] — 00, [

i=1 i=1

2. Mesure de Lebesgue sur IR"

Soit © = (x1,29,...,2,) € IR". La mesure de Lebesgue sur IR", est notée dz ou
dridxy...dz,, par do = dr; ® dre @ ... ® dx,, ol dx; est la mesure de Lebesgue
sur le M facteur du produit de IR”. Le théoréme de Fubini permet de calculer la
mesure de Lebesgue de tout borélien de IR". La mesure de Lebesgue sur IR" prolonge
aux boréliens la fonction “volume” définie sur les pavés de IR"™.

6.3 Changement de variables

Considérons la fonction ¢ : V = TR", p(z) = y, ot V est un ouvert de IR", et
supposons que sa dérivée ¢'(x) existe pour tout x de V, alors ¢'(z) est I'application
linéaire de matrice jacobienne :

Oy Oy dy1

ox ox T Oz

Oys O dys

oz Oxo " Ozn (6 10)
Oyn  Oyn yYn

oz Oxo " Oxn



6.3. CHANGEMENT DE VARIABLES 43

Proposition 6.3.1 Formule de changement de variables dans IR"

Soit ¢ une bijection de (A, B(R"),dz) sur (B,B(IR"),dy), avec A et B € B(IR")
et dx et dy les mesures de Lebesque des espaces (A, B(IR™)) et (B,B(IR")) telle que
det '(z) # 0, Vz € A, alors

f € LY(B,B(IR"),dy) < f(e(z))det o' (z) € LY(A, B(IR"), dx) (6.11)

et
/B F(y)dy = / F ()| det ! ()] da (6.12)

Cette proposition est une extension naturelle du changement de variables pour 1'in-
tégrale de Riemann. Elle reste simple d’utilisation. Une justification compléte de cette
proposition est donnée par exemple dans [Gra88|.



44

CHAPITRE 6. INTEGRALES MULTIPLES



Chapitre 7

Propriétés et application de I'intégrale

Nous avons déja établi différentes propriétés de 'intégrale dans les chapitres précé-
dents. Ainsi, la proposition 4.2.3 montre que lintégrale est une fonctionnelle de
L'(X, M, ;1) dans IR ou @, linéaire positive.

Nous présentons ici tout d’abord les conditions de continuité et dérivabilité de I'inté-
grale, puis nous présentons son utilisation dans différents contextes utiles au physicien.
En particulier, nous donnons quelques résultats sur la transformation de Fourier et de
Laplace, et présentons briévement la théorie des distributions. Ces applications forment
des ouvrages entiers (par exemple |BGC94b|) qui peuvent étre consultés pour plus de
détails.

7.1 Continuité et dérivabilité des intégrales

Proposition 7.1.1 Soit ;1 une mesure positive sur un espace mesurable (X, M). Soit f
une application f: X x I — IR, avec I C IR. Nous posons :

F(t) = /X F( t)dp(z). (7.1)

St les conditions suivantes sont réunies :
1. la fonction f; : X — IR définie par fi(x) = f(x,t) est mesurable pour tout t € I,

2. la fonction f, : I — IR définie par f,(t) = f(x,t) est continue pour p-presque tout
ZL"

3. il existe une fonction g € LY (X, M, u) telle que pour tout t € I, |f(x,t)| < g(z),
pour p-presque tout x,

alors I est continue sur 1.

Remarque L’espace mesurable (X, M) est couramment (IR", B(IR")). Cette proposi-
tion se généralise facilement aux fonctions f : X x I —Q).
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Preuve [ est continue au point t; si et seulement si, pour toute suite ¢, qui tend vers
to, F'(t,) tend vers F(ty). Or les hypothéses du théoréme de convergence dominée de
Lebesgue sont réunies, a savoir :

1. la fonction f,(x) = f(z,t,) est mesurable d’aprés ’hypothése 1,

2. 1ir+n fulz) = f(z,t9) pour p-presque tout x et Vty, car d’aprés Phypothése 2, f. (%)
n—-+oo
est continue,

3. |fn(z)| < g(z) pour p-presque tout z, uniformément en n, d’aprés 'hypothése 3.

Donc
im_ /X Flat)dp(z) = /X i (b)), (7.2)
1.e.
lim F(t,) = / s to)d(z) = Flto), (7.3)
n—-+00 X
ce qui montre la continuité. l

Proposition 7.1.2 Soit ;1 une mesure positive sur un espace mesurable (X, M). Soit f
une application f: X x I — IR, avec I C IR. Nous posons :

Ft) = /X F (. t)dp(z). (7.4)

St les conditions suivantes sont réunies :
1. la fonction f; : X — IR définie par fi(x) = f(z,t) est mesurable pour tout t € I,
2. la fonction f, : I — IR définie par f,(t) = f(x,t) est dérivable pour p-presque tout

x?
o . . 0f(z,1)

3. il existe une fonction g € L'(X, M, p) telle que pour tout t € I, T < g(x),
pour u-presque tout x,

alors F' est dérivable sur I et
0 t
F(t) = / J@0 ). (7.5)
y Ot

Preuve Par définition de la dérivée en ¢, en choisissant une suite h, qui tend vers 0 :

Ft+ hgz ~F(t) _ /X Szt + h;;z 1@ 4. 76)
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D’apreés le théoréeme de convergence dominée en utilisant le théoréme des accroissements
finis :

flx,t+hy) — f(2,t) Of (z,u)
i < ue[i,lg—)hn] 5| < g9(z), (7.7)
ainsi
F hy) — F of(x,
F'(t) = n1_1>15£10O (t+ hT)L ®) = /X %du(z). (7.8)

7.2 Transformation de Fourier

La transformation de Fourier généralise le concept de série de Fourier aux fonctions
non-périodiques. Les intégrales de Fourier interviennent par exemple dans des problémes
dans lesquels les conditions aux limites n'imposent pas la périodicité (par exemple dans
'équation de la chaleur). Le traitement du signal repose en grande partie sur une bonne
compréhension de la transformée de Fourier. La plupart des résultats sur les séries de
Fourier, étudiées en classes préparatoires, reposent uniquement sur l'intégrale de Riemann.
Nous rappelons ici quelques propriétés en considérant ’espace des fonctions de carré
intégrable L?([0, 27], B([0, 27]), A) a valeurs dans @, ou A est la mesure de Lebesgue.

7.2.1 Séries de Fourier
Soit F l'espace vectoriel des fonctions de L?([0,27], B([0,27]),\) a valeurs dans C
27

i.e. les fonctions f : [0,27] — € mesurables et telles que / |f(z)*dx soit finie. En
0

modifiant si nécessaire f telle que f(0) = f(27), nous pouvons prolonger f par f(:v +
2km) = f(z), pour x € [0,27], k € Z, qui est une fonction 27-périodique mesurable. Nous
modifions le produit scalaire de E, pour tout f et g € E, par :

2r

< fig>= % - J@gla)dr, (7.9)
ainsi
1 27
11 =5 | 1F(@Pds (7.10)

Soit e, : IR — €, les fonctions définies pour tout n € Z par e,(x) = €. 1l est aisé

de montrer que la famille (e,)nez est une base hilbertienne de 'espace de fonctions de
L2([0,27]) a valeurs dans C.
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Définition 7.2.1 Soit f € L'([0,27]) @ valeurs dansC, les coefficients de Fourier de f
sont définis pour tout n € Z par :

1 2w ]
ealf) = = / f(@)e ™ da, (7.11)
27 J,
et sa série de Fourier est donnée par :

S(F) = el f)en (7.12)

neZ

Proposition 7.2.2 La série de Fourier d’une fonction f € L2([0,2x]) a valeurs dansC
est convergente dans lespace des fonctions de L*([0,27]) a valeurs dansC, et sa somme
est f. De plus :

115 =D leal)I (7.13)

neZ

Preuve Nous laissons la preuve en exercice. 0

Dans le cas de fonctions réelles I'égalité (7.13) s’écrit :

1712 = aolF)? + 5 D aaF)” + bul ), (7.14)

n>1

ol ay = Cp, Gy = Cp + C_p et by =i(c,, — ).

7.2.2 Transformée de Fourier

Définition 7.2.3 Soit f une fonction intégrable sur R (f € L'(IR, B(IR), \)), sa trans-
formée de Fourier, notée Ff ou f est donnée par :

Fr#) = /}R F)e 2ty (7.15)

Soit €; la fonction définie par e;(x) = ™ et < f,g >= / f(z)g(z)dz, alors
R

Ff(t)=<f,e>. (7.16)

Définition 7.2.4 Soil f une fonction intégrable sur IR (f € LY (IR, B(IR), \)), sa trans-
formée de Fourier inverse, notée F [ est donnée par :

Fflx) = /[Rf(t)e%”tdx =< f,e, > . (7.17)
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Proposition 7.2.5 Nous avons les propriétés suivantes :
1. Les transformations de Fourier F et de Fourier inverse F sont linéaires.
1 t
—Ff(=).
3. Pour tout a réel, la translatée 7,f de [ est définie par 7,f(x) = f(z — a), et nous
avons F(1.f) = € F f et inversement F(e.f) =TaF f.

2. Soit k un réel non nul alors F f(kt) =

Preuve La démonstration facile est laissée en exercice. |

Théoréme 7.2.6 Théoréme de Riemann-Lebesgue
La transformée de Fourier d’une fonction f intégrable sur IR ewxiste, est continue sur
IR et tend vers 0 a linfini. De plus la norme uniforme de Ff vérifie :

[F N0 < ([ f1l1- (7.18)

Preuve En effet, Ff existe car f(z)e?™ € LYIR,B(IR),\) puisque

/ |f(z)e 2™ dor = / |f(z)|dz < +oo. Nous montrons la continuité par le théoréme
R R
de convergence dominée de Lebesgue. En effet les hypothéses du théoréme sont vérifiées :

1. la fonction & — f(z)e %™ est mesurable comme le produit d’une fonction mesu-
rable et d’une fonction continue,

2. pour presque tout z, la fonction ¢ — f(x)e 27! est continue,
3. pour tout t € R, | f(z)e *™| < |f(z)] et |f| est intégrable sur IR.

L’inégalité sur les normes est donnée par :

+o0
i< [ e, (7.19
pour tout 7.
Reste & montrer que F f(t,) tend vers 0 si ¢, tend vers I'infini. Si f = 1,4, nous avons
e 2mit ’ 2mit —1 2mith 2mit
Ila 77T’LId — 771'7,Id — i — 2Tl _ —Zmila , 7.20
/_oo [a,6]€ Z /a e T=5 (e e ) (7.20)

ainsi dans ce cas, Ff(t) = O(ﬁ) Par linéarité, la propriété est vraie pour les fonctions
en escalier, et donc pour toute fonction intégrable, qui peut s’écrire comme limite de

fonctions en escalier. O

Proposition 7.2.7 Soit f une fonction contindment dérivable, telle que f et f' soient
intégrables, alors :

Fr(t) = 2mitFf(t). (7.21)
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Preuve Puisque f’ est intégrable, la fonction f admet une limite en +o00 et en —oo, car
dans ce cas f(z) = f(a) +/ f'(t)dt. Et comme f est intégrable, ces limites sont nulles.

Alinsi, par intégration par pz;rties :
/ fl(z)e ™ dy = [f(x)e_gmmﬁn = 27m't/ fz)e ™ g, (7.22)

Lorsque n tend vers U'infini, nous obtenons 'égalité (7.21). O

Remarque
1. La proposition reste vraie, si f et f’ sont dans L*(TR, B(IR), A).
2. De la méme facon nous pouvons montrer que si f est de classe C* et si f,..., f®)
sont intégrables alors :

F(HW () = 2rit)E Ff(t). (7.23)

Proposition 7.2.8 Soit [ et xf des fonctions intégrables, alors F [ est continiment
dérivable et

(Ff) (t) = —2mitF(xf)(t). (7.24)

Remarque De méme, nous pouvons montrer que si f, ..., 2% f sont intégrables, alors F f
est de classe C* et

(FHW(#) = (—2mit) F(a* f)(1). (7.25)

Preuve Le théoréme de Riemann-Lebesgue assure la continuité de Ff. La dérivabi-
lité s’obtient & partir du théoréme de convergence dominée de Lebesgue en majorant

Fft+h) - FfH)

a laide de l'inégalité |e 2™ — 1| < 27|hz| déduite des accroisse-

ments finis. N

7.2.3 Convolution

Soit f et g deux fonctions intégrables, alors par le théoréme de Fubini, nous pouvons
écrire le produit de Ff(t) et de Fg(t) sous la forme d’une intégrale double :

/ / fw)e ™ g(y)e > dudy, (7.26)
IR /IR
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par le changement de variable x = u + y, elle devient :

/IR /]R fly —x)g(y)e > dxdy. (7.27)

Toujours a I'aide du théoréeme de Fubini, nous pouvons intégrer par rapport a y, pour
obtenir

/IR e (f x g)()dx, (7.28)

= /mf(y —x)g(y)dy. (7.29)

En effet, les conditions d’application du théoréme sont remplies puisque :

(@Auwmwm@sévmméy@m<ﬂn (7.30)

De plus (f * g) est définie presque partout et est intégrable.

ol

Définition 7.2.9 Soit deux fonctions [ et g intégrables, le produit de convolution de
f et g, noté f x g est définie par la fonction intégrable :

(f * g)(x /f —z)g (7.31)

Proposition 7.2.10 Le produit de convolution vérifie les propriétés suivantes :

1. il est commutatif,

2. [f = glle < I Fllllgll
3. pour tout réel a, T,(f * g) = [ *x 7,0 = 7o f * g.

Preuve

1. Puisque par définition :

(f = g)( / fly — z)g(y)dy, (7.32)

par le changement de variable u = y — x, nous obtenons :

(f *g)a Q/f g(u— x)du = (g + )(2). (7.33)
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2. Nous avons déja que f x g est intégrable, de plus :

dz, (7.34)

I ea)l = [ 1 =olore = [ \ | stu= gty

et

A ‘ | sto=a)gty

3. 1(fxg) = (f*xg)(xr —a) = / fly — x + a)g(y)dy, par changement de variable
R

u = y + a, nous obtenons :

d < /m /IR 1y — )] l9(y)ldady = |If i lgll:. (7.35)

1o(f * g) :/]Rf(u—a:)g(u—a)du: (f *7a9), (7.36)

et par commutativité du produit de convolution nous obtenons le résultat.

De part les considérations précédentes, nous avons montré le théoréme suivant.

Théoréme 7.2.11 Si f et g sont intégrables, nous avons F(f x g) = F(f)F(g).

7.2.4 Transformation de Fourier dans I’espace de Schwartz

Définition 7.2.12 L’espace de Schwartz S est constitué des fonctions f sur IR indéfini-
ment dérivables et telles que pour tout entier n et p la fonction zP f™ soit bornée, ce qui
s’éerit :

dr
S = {f :R—1R: f 6C°°etVn,Vp,max|x|”‘—f
z€lR dxP

< +oo} : (7.37)

Remarque L’espace § n’est pas vide, car la fonction f: z +— e ™" est dans S.

Proposition 7.2.13 Voici quelques propriétés de l'espace S :
1. S est stable par dérivation,
2. § est stable par multiplication par x,

3. 8 est invariant par transformation de Fourier, nous avons méme F(S) = S.
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Preuve

1. La premiére propriété est évidente de par la définition de S, puisque si f € S alors
elle est indéfiniment dérivable, donc sa dérivée est dans S.

2. Pour montrer la deuxiéme propriété, il suffit de remarquer que (xf)(”) =z fD 4
) ainsi zf est dans S.

3. F(S8) C S est évident d’apreés les résultats de dérivation précédents. Si f € S, alors
(z" )P Test aussi et F ((:L"”f)(p)) = 22 (Ff)™, or le premier membre est borné

puisque toute fonction de S est intégrable.
O

Théoréme 7.2.14 L’application f — F [ est un isomorphisme de S sur S, de plus :
f(z) = / Ff(t)e* ™ dL. (7.38)
R
Remarque Si Ff € S, l'intégrale a un sens et de plus :

/m ()P = /IR FF (), (7.39)

i.e. || fll2 = ||F fl]2- Nous retiendrons que la transformée de Fourier est une isométrie au
sens de L2

Preuve La preuve due a Guelfand est longue, elle est donnée pas a pas dans [Fer84|. O

7.3 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace est particuliérement employée pour caractériser les lois de
probabilité.

Définition 7.3.1 Soit f une fonction localement intégrable (i.e. sur tout intervalle borné)
sur R (f € LY(IR, B(IR), \)), sa transformée de Laplace bilatérale, notée Lf est
donnée par :

L) = /]R F(t)etr, (7.40)

t

chaque fois que la fonction t — f(t)e ' est intégrable.
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Remarque La transformation de Laplace est une transformation de Fourier pour la-
quelle la phase imaginaire pure est remplacée par une phase complexe quelconque, ¢.e.
2miz est remplacé par z. Ainsi Lf peut s’interpréter comme une famille de transformées
de Fourier. En effet, pour z fixé :

Lf(z+iy) = /]R ft)e e WL, (7.41)

ainsi, la fonction y — Lf(x + iy) s’obtient par transformation de Fourier de la fonction
Jeit— f(t)e " et :

Lf(z+iy) = Lf, (%) . (7.42)

Définition 7.3.2 L’ensemble des points z tels que Lf(z) soit définie est une bande de la
forme a < Re(z) < b, avec a et b éventuellement infinis, et porte le nom de bande de
convergence de la transformée de Laplace. f admet une transformée de Laplace si cette
bande est non vide.

Définition 7.3.3 La transformée de Laplace unilatérale est définie pour les fonc-
tions a support dans [0, +00) (i.e. des fonctions définies sur [0, +00) prolongées par 0 sur

(—o00,0[) par :

+00
Lf(z) = f(t)e *dt. (7.43)
0

Cette transformation est particuliérement importante et trés étudiée en physique. Pour
rendre une fonction définie sur IR & support dans [0, +00), il suffit de la multiplier par la
fonction d'Heaviside définie par 0 sur (—oc, 0] et 1 sur [0,+00), notée Y. Sa transformée

1
de Laplace est LY (z) = —.
z

Proposition 7.3.4 Voici quelques propriétés de la transformation de Laplace unilatérale.

1. L’espace des fonctions a support dans [0,+00) qui admettent une transformée de
Laplace est un espace vectoriel.

2. Propriété de changement d’échelle
Soit a € R}, et f une fonction a support dans [0, +00) qui admet une transformée
de Laplace sur la bande de convergence |zo,+00), alors la fonction f. définie par
fe(z) = f(ax) a pour transformée de Laplace sur la bande de convergence |axy, +00) :
er()
a ' a’

3. Propriété de translation
Soit a € R, et f une fonction o support dans [0,+00) qui admet une transfor-

mée de Laplace sur la bande de convergence |xq,+00), alors la fonction 1,f définie

par T.f(xz) = f(z — a) a pour transformée de Laplace sur la bande de convergence
|zo, +00) s e ¥ Lf(2).
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4. Dérivée
Soit f une fonction a support dans [0,+00) qui admet une transformée de Laplace
sur la bande de convergence |zg,+00), si f est absolument continue sur IR et si
e~** f(x) converge en linfini pour Re(z) > xq, alors f admet une transformée de La-
place  sur la  bande de convergence |xy,+00) qui est donnée par
Lf'(z) ==2Lf(z) = f(0F).

5. Produit de convolution
Soit f et g deux fonctions a support dans [0, +00) qui admettent une transformée
de Laplace respectivement sur les bandes de convergence |x1, +00) et |xe, +00), alors
le produit de convolution f % g admet une transformée de Laplace sur la bande de
convergence |sup(zy,x2), +00) telle que L(f x g)(2) = Lf(2)Lyg(2).

Preuve Ces propriétés peuvent se déduire de celles de la transformée de Fourier. Nous
donnons ici les démonstrations en guise d’exercices corrigés.

1. Cette propriété découle de la linéarité de l'intégrale de la transformée de Laplace.

oo 1 [T . 1
2. Sia € R, Lf.(2) = / e “flax)dr = —/ e o f(u)du = —ﬁf(z) défini
0 aJo a " a
pour Re(z) > 19, donc pour Re(z) > axy.
a
+o0 +o0

3. Sia e RS, Lr,f(z) = / e “f(r —a)dr = / et f(y)du, car f est a
0 0
support dans [0, +00). Ainsi L7, f(z) = e **L[f(z).

4. Si f est absolument continue sur IR, elle admet une dérivée f’, définie presque
partout sur IR™ et localement intégrable telle que pour tout z > 0 :

fa) =109+ [ 7o (7.44)

Ainsi, la fonction & — e7*% f(z) est absolument continue sur IR*, comme produit
de fonctions absolument continues, et par intégration par partie, pour tout z > 0 :

/ " P = e f () — F(OF) + 2 / " e ()t (7.45)

0 0

Pour Re(z) > w0, le dernier terme admet 2L f(z) comme limite en l'infini et puisque
f est intégrable, la limite de e=** f(x) est nulle. Ainsi, pour Re(z) > x :

Lf'(z) = lim ' e P (t)ydt = 2Lf(2) — f(0T). (7.46)

T—+00 0

5. Soit hiz) = f*g(x) = [ f(z —t)g(t)dt, alors

Lh(z) = /]R e “h(z)dr = /[R /]R e f(x — t)e g (t)dtd, (7.47)
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par le théoréme de Fubini et un changement de variable, nous pouvons écrire :
Lh(z) = / e " f(w)du / e g(t)dt = LI(2)Lg(2). (7.48)
R R

U

7.4 Distributions

Les physiciens sont souvent amenés a étudier des phénoménes ponctuels, ou qu’ils
considérent comme tels. Par exemple, si un signal f est émis pendant un temps trés cours
autour de ty, c’est surtout le changement d’énergie qui est intéressant pour le dispositif
de réception, et non le détail de f. Si ¢y € [t1, 1], nous nous intéressons a l'intégrale

t2
/ f(t)dt ou encore a U'intégrale < f,p >= / F(t)e(t)dt, ot p(t) = N, 11 (L).
t1 IR
L’idée pour simplifier est de passer a la limite et considérer f(t) nulle pour ¢ # ;. Ce-
t2
pendant dans le cadre des fonctions ceci implique f(t)dt = 0. Ce probléme n’inquiéta

t1
pas les physiciens, qui manipulérent ces “fonctions” sans justification pendant vingt ans,

jusqu’a ce que Laurent Schwartz inventa la théorie des distributions. Ce probléme nous
pousse donc & considérer non plus des fonctions, mais ce qui est appelée impulsion de
fonction généralisée ou distribution. Les distributions sont données non pas par leur
valeur en des points, mais par leurs intégrales sur des fonctions-test ¢. Il est en effet trés
difficile la plupart du temps de les expliciter.

Le choix des fonctions-test est en partie libre, cependant pour éviter des ambiguités
aux points de discontinuité, les fonctions-tests seront choisies continues. De plus, il est
intéressant que les fonctions-tests soient indéfiniment dérivables, ce qui a poussé & un
nouvel espace de fonctions, noté D.

7.4.1 Espace de Schwartz D

L’espace vectoriel de Schwartz D est un espace inclus dans S, qui est celui des fonctions
indéfiniment dérivables a support compact.

Exemple 7.4.1 Schwartz a proposé un exemple d’une fonction de D :

0 si |z[>1
_) Y = 7.49
#ol) {e 2 s ol <L (749)

Son support [—1,1] est borné, et elle est indéfiniment dérivable sur lintervalle
|z| > 1, puisqu’elle est nulle, et sur 'intervalle |z| < 1 comme exponentielle d’une fonction
indéfiniment dérivable. Par récurrence, nous pouvons vérifier que toutes ses dérivées en
x = £1 sont nulles.
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Ainsi, méme si D contient peu d’éléments, il n’est pas vide. Nous avons de plus une
propriété de convergence trés forte issue de la définition méme de D.

Proposition 7.4.2 Soit une suite (¢,) de fonctions de D, elle converge lorsque n tend
vers l’infini vers une fonction ¢ de D si
— les supports des fonctions @, sont contenus dans un méme ensemble borné,
— lorsque n tend vers l'infini, @, converge uniformément vers @ et chaque dérivée de
©n converge uniformément vers la dérivée correspondante de .

7.4.2 Distributions de Schwartz

Définition 7.4.3 Les distributions de Schwartz sont les fonctionnelles linéaires continues
sur D.

Remarque En fait, méme si 'existence de fonctionnelles non continues sur D a été
démontrée par Schwartz, aucune n’a encore été explicitement donnée.

Définition 7.4.4 Une distribution réguliere Ty est définie pour toute fonction localement
intégrable (au sens de Lebesque) par

<Ty, ¢ >= /lRf(x)go(x)dx, Vo € D. (7.50)

Par abus de langage, les fonctions localement intégrables sont appelées des distribu-
tions et il est alors noté

< f,p >:/ fx)p(x)dz, Ve eD, (7.51)
R
au lieu de I’égalité (7.50).

Définition 7.4.5 Les distributions qui ne sont pas réguliéres, sont appelées distributions
singuliéres .

Exemple 7.4.6 Distribution de Dirac
La distribution de Dirac, notée ¢ est définie par

< 0,0 >=p(0), Ve eD, (7.52)
oul plus généralement, la distribution de Dirac au point a, notée ¢, est définie par
< O, >=(a), Ve e D. (7.53)

La distribution de Dirac représente donc une impulsion en un point donné. En physique,
une écriture incorrecte est souvent utilisée, § et §, sont écrit §(x) et é(x — a), qui pourrait
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laisser penser que ce sont des fonctions. Une autre écriture incorrecte du physicien est la
suivante :

/ 5. (@) p(x)dz = p(a), Ve €D, (7.54)

pour conserver les notations des distributions singuliéres, ce qui laisse croire que d,(x)¢(x)
est définie et intégrable, ce qui n’est bien siir pas le cas.

Les distributions peuvent donc étre vues comme une certaine généralisation des fonc-
tions. La plupart des opérations sur les fonctions peuvent se généraliser aux distributions.

Définition 7.4.7 Opérations sur les distributions

1. Combinaison linéaire
Si A1 et Ny sont deux complexes et Ty et Ty deux distributions, alors la combinaison
linéaire M\iT1 + N5 est définie par

< MT) + )\QTQ, p >= A< Tl, ©w > +A < TQ, QY >, VQO e D. (755)

2. Dérivation
La dérivée d’une distribution 1" est la distribution 1" définie par

<T o>=—-<T,¢ > VpeD. (7.56)

3. Translation

Si [ est une fonction localement intégrable, la fonction translatée 7,f définie par
1.f(z) = f(z — a), et nous avons par changement de variable

/ﬂz flz —a)p(z)de = /ﬂz f(x)p(x 4+ a)dx, Yy € D, (7.57)
ie.
< Tofy o >=< f,T 40 > . (7.58)
Ainsi, la translatée 7,T de la distribution T quelconque est définie par

<1 T,0>=<T, 7 ,0>, VpeD. (7.59)



Exercices

TD1 Intégrale de Riemann et ses limites

Rappel sur 'intégrale de Riemann

L’intégrale de Riemann est définie pour les fonctions bornées f : [a, b] — €, ou [a, b]
est un intervalle fermé borné. Il existe trois fagons de définir et construire l'intégrale de
Riemann d’une fonction f de [a,b] dansC :

1. par les sommes de Riemann,
2. par les sommes de Darboux,
3. par les fonctions en escalier.

L’intégrale s’obtient dans les trois cas équivalents comme limite et f est dite intégrable
au sens de Riemann si cette limite existe.
Sommes de Riemann

Soit P = {xy = a, x1, ..., T, = b} une partition de [a,b] et 7(P) =  sup (zi1—2y)

le pas de cette partition. Les sommes de Riemann sont données par

n—1
S(P.f) =) [Sup }f(x)(xiﬂ — ), (1.1)
i—=0 TEITiTit1
et
n—1
I(P, f) = Zme[infl ]f(x)(xiﬂ — T;). (1.2)
e

Définition 1.1 [ est intégrable au sens de Riemann si et seulement si

b
. AVAN .
lm SP.f) = lm 1.0 [ roy (13

1
w(P)—0

ou encore si et seulement si [ est bornée et i%f S(P,f)=supl(P,f).
P

29
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Sommes de Darboux

Si P est une partition de [a, b], les sommes de Darboux sont données par

n—1

D(P, f) =) f(t) (@i —mi), b € [25,mi11], (1.4)

i=0
Définition 1.2 f est intégrable au sens de Riemann si et seulement si f est bornée et

b
17i>m D(P, f) existe et vaut par définition / f(t)dt.

w(P)—0

Fonctions en escalier

Une fonction ¢ est dite en escalier si elle ne prend quun nombre fini de valeurs
discrétes, si la partition P de [a, b] est associée, nous définissons

/ g(t)dt = Z ;i (Tip1 — ), (1.5)

ou «; est la valeur constante de g sur [z;, z;41].

Définition 1.3 [ est intégrable au sens de Riemann si et seulement si f est bornée et
Ve > 0, Ju, v en escalier telles que

/' (0(t) — u(t))dt < e (1.6)

et Vt € [a,b], u(t) < f(t) < v(t). Nous avons alors

/abf(t)dtg sup /abu(t)dt = inf /abv(t)7 (1.7)

u<f,ucls v2>f,vEES

ot E, est ’ensemble des fonctions en escalier.
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Exercices

Exercice 1.1 Continuité

1. Montrer que les fonctions bornées et continues sur [a,b] sont intégrables au sens de
Riemann sur [a,b].
Nous avons en fait le résultat suivant :

Proposition 1.4 Soit em [ : [a,b] — €, bornée, pour que f soit intégrable au sens
de Riemann il faut et il suffit que f soit continue sur [a,b] sauf sur un ensemble
négligeable de points.

2. Montrer que la fonction définie sur [a,b] par :

=11 19

n’est pas intégrable au sens de Riemann.

Exercice 1.2 intégrales impropres

1. Etudier la convergence de

(a)

T

/2 " sin( )z (1.9)
(b)
/2 " Incos( L)) (1.10)

X

2. Pour quelles valeurs du réel o l'intégrale

1
/ x%In zdz, (1.11)
0

converge ?
Exercice 1.3 absolument intégrable
Définition 1.5 f est absolument intégrable si |f| est intégrable.

1. Montrer le théoréme suivant

Théoréme 1.6 Soit [ : [a,b] —> C, bornée. Si f est intégrable alors f est absolu-
ment intégrable et

\/ f(x)dxlg/ |f(z)|dz. (1.12)
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. Soit f(x) =

EXERCICES

. Montrer que la fonction

flo) = { 1_1 siSZ‘x;ﬁ(%.Q’ (1.13)

est absolument intégrable sur [0,1], conclure.

. Démontrer le théoréeme suivant

Théoréme 1.7 Si [ est une fonction absolument intégrable sur [a,+00), alors f
est intégrable sur [a, +00), et

—+00

[ sl < [ @) (L14)

sin(x
( ) Montrer que lintégrale impropre de f sur [0, 400 est semi-

convergente (i.e. f est intégrable, mais n’est pas absolument intégrable).

. En déduire un contre exemple de la réciproque du théoréme 1.7.
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TD2 Espaces et fonctions mesurables

Exercice 2.1 Exemples de tribus

1. Ecrire toutes les tribus possibles sur X = {a,b,c} ensemble de trois éléments dis-
tincts.

2. Les ensembles suivants sont-ils dans B(IR) : {1}, [2,+0o0[, [2,3[,®, IR ~Q ?

Exercice 2.2 Fonctions mesurables
Soit un ensemble X # 0. Déterminer les fonctions mesurables f de (X,0) dans

(IR, B(IR)) dans les cas suivants :
1. © =P(X) ensemble de toutes les parties de X,
2.0 =1{0,X},
3. 0 ={0,{a}, X ~{a}, X}, pour a € X, fizé,
4. ©={0, A, A, X'}, pour A € P(X), fizé, avec A # 0.

Exercice 2.3 Une propriété de plus des fonctions mesurables
Soit f et g deux fonctions mesurables de (X1,01) dans (X2,04) et de (X3,0,) dans
(X3, 03), montrer que g o f est mesurable.

Exercice 2.4 Mesures positives
Soit (X, M, 1) un espace mesuré, et p mesure posilive.

1. Soit (A,) une suite croissante pour 'inclusion d’ensembles mesurables (ou espaces
mesurables), montrer que (U5 A,) = lim p(A,).
n—+o00

2. Soit (A,) une suite décroissante pour linclusion d’ensembles mesurables, telle que
w(Ay) < +oo, montrer que u(N;25A,) = 1ir+n (A,).
n—-—+00
Exercice 2.5 Probabilité
Soit u une probabilité sur (IR, B(IR)), soit F' une fonction de IR dans [0, 1] définie par
F(z) = p(] — o0, x]), 11 mesure positive.
1. Montrer que F' est croissante et admet en tout point une limite a droite et a gauche.
Calculer lim F(x) et lirJqu F(z).
r—r+0o0

T——00
2. Soit a et b deux réels tels que a < b, montrer que :
= p(la, b)) = F(b) = F(a)
- p({a}) = F(a) — F(a™)
— F est continue en a si et seulement si p({a}) = 0.

3. Soit D [’ensemble des points ot F est discontinue et pour tout m € 1IN,
D, = {t € R; pu(t) > +}. Montrer que D = U,D,, en déduire que D est dé-
nombrable.
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TD3 Intégration de fonctions mesurables

Exercice 3.1 Fonction borélienne ) )

Considérons la fonction de IR? dans R? définie par : f(z,y) = % si (z,y) #0 et
Z Y

£(0,0) = 0. Montrer que f est borélienne (i.e. mesurable de (IR?, B(IR?)) dans lui méme).

Exercice 3.2 Lemme d’existence
] . =+ o .
Montrer qu’une fonction mesurable f a valeur dans IR est limite simple d’une suite
croissante de fonctions en escalier données par :

9n

1—1
fn= Z ]]_f_l([i—l’%n]) + nllfq([n#oo]) (31)

2n
=1

Exercice 3.3 Intégrabilité pour la mesure de Dirac
Soit (X, P(X),d,) un espace mesuré, tel que a € X, et 6, est la mesure de Dirac, i.e. :

=16 5 ag 2

Montrer que toute fonction f de X dans IR est intégrable et que [, f(x)dd,(x) = f(a).

Exercice 3.4 Presque partout ?
Soit (X, M, ) un espace mesuré et f une fonction mesurable positive de x dans R
1. Montrer Uéquivalence : [y f(z)du(z) = 0 < f =0 p-presque partout (pour presque
tout x ).
2. Montrer Uimplication : [, f(x)du(z) < 400 = [ est finie presque partout.

3. Que pensez-vous de la réciproque de 'tmplication précédente ¢

Exercice 3.5 Convergence dominée
Soit f une fonction intégrable de (IR, B(IR), u) dans IR, et o un réel strictement plus
grand que 1. Montrer que :

. nz f(z)
lim P —
n—+oo J|r 1+ nexe

du(z) = 0. (3.3)
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TD4 Application de la théorie de I'intégration

Exercice 4.1 Convergence
Soit fno(x) = a™(1 — z™) définie sur [0,1]. Etudier la convergence simple et uniforme
et calculer :

1
lim 2™(1 —a") du. (4.1)

n—-+oo 0

Exercice 4.2 Théoréme de Fubini

_ 22— g2
Soit f(z,y) = T o2

i 1
facons différentes I = / (/ f(x,y)dy) dz, i.e. calculer :
0 0

A= /01 (/01 %dy) dz, (4.2)
B= /0 1 ( /0 1 %m) dy. (4.3)

Que conclure du résultat ?

sans vérifier les conditions du théoreme calculer de deux

et

Exercice 4.3 Dérivation sous la signe somme
Soit f, une fonction réelle, telle que | f(t)|e % soit L'([0, +oo[) pour a € IR™.

1. Montrer que o(x,t) = e~* f(t) est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, +o00[X [0, +00],

+00 +oo
2. Soit F(z) = / o(x, t) dt, montrer que F'(x) = —/ te " f(t) dt.
0 0

Exercice 4.4 Transformée de Laplace
Calculer les transformées de Laplace unilatérales pour :

1. la fonction d’Heaviside définie par

{O st t <0, (4.4)

1 st t>0.
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Indications historiques

- Bienaymé (Irénée-Jules) 1796-1878 : mathématicien frangais, il fut professeur de
probabilité a la Sorbonne. Il a publié les travaux de Tchebichev en francais, son ami,
avec lequel il publia une démonstration simple de la loi forte des grands nombres a
partir de 'inégalité qui porte leurs noms.

- Borel (Emile) 1871-1956 : mathématicien frangais, il fut éléve & 1’école normale
supérieure. Il est a l'origine de la théorie de la mesure, ainsi un espace et une
mesure porte son nom. Cette théorie est le fondement de la théorie de I'intégration
de Lebesgue. Il marque le début de la théorie des fonctions a variables réelles, et il est
I'un des premiers a avoir développé une théorie systématique des séries divergentes.
Il s’intéressa également a la théorie des jeux, ses principaux écrits sont “Le Hasard”
(1913), “L’espace et le temps” (1921), et “Traité du calcul de probabilité et ses
applications” (1924-34).

- Cauchy (Augustin-Louis) 1789-1857 : mathématicien frangais, il s’intéressa avec ri-
gueur a la convergence des suites dans un espace métrique complet, aux séries,
et il est a l'origine de la théorie des fonctions d’une variable complexe. Dans son
cours a I’école Polytechnique (1823) il déméla rigoureusement la question de 'inté-
gralité des fonctions, question a laquelle les mathématiciens s’intéressaient depuis
longtemps (Archiméde, Barrow, Newton, ...).

- Cantelli (Francesco Paolo) 1875-1966 : mathématicien italien, il publia une thése
sur la mécanique céleste. Il s’intéressa aussi a la probabilité appliquée a 1’économie
et aux distributions.

- Darboux (Gaston) 1842-1917 : mathématicien frangais, il publia ses premiers travaux
alors qu’il était étudiant a 1’école normale supérieur. Ses principales contributions
furent en analyse et géométrie différentielle. En 1875 il ouvra la voie a 'intégrale de
Riemman, en définissant les sommes supérieure et inférieure, et en définissant une
fonction intégrable si la différence entre les sommes supérieure et inférieure de la
fonction tend vers 0.

- Dirac (Paul-Adrien-Maurice) 1902-1984 : physicien anglais, il émigra aux états-unis.
Il soutient une thése sur la mécanique quantique. Il est connu pour la distribution
singuliére qui porte son nom.

- Dirichlet (Peter Gustav Lejeune) 1805-1859 : mathématicien allemand, il suivit ses
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études en France. Ses travaux ont surtout porté sur les séries de Fourier et I'arith-
métique, mais il se pencha également sur les intégrales et les fonctions discontinues.
Il est surtout connu pour la théorie des nombres.

Fatou (Pierre Joseph Louis) 1878-1929 : mathématicien astronome frangais né a
Lorient, il étudia a ’école normale supérieur. Il prouva que les fonctions sont inté-
grables au sens de Lebesgue lorsque la limite de I'intégrale de Poisson existe presque
partout. Ce résultat fut ensuite généralisé notamment par Riesz. Dans sa thése il
s’intéressa a la théorie des fonctions analytiques complexes.

Fischer (Ernst Sigismund) 1875-1954 : mathématicien autrichien, il est connu pour
son résultat sur la condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite de constantes
soit la suite des coefficients de Fourier d’'une fonction de carré intégrable, ce qui le
conduit au concept d’espace de Hilbert. Riesz publia la méme année ce résultat, qui
porte & présent leurs deux noms. Il permit une avancée a la théorie de l'intégration
de Lebesgue.

Fourier (Jean Baptiste Joseph) 1768-1830 : mathématicien et physicien frangais,
instruit par les bénédictins dans une école militaire, il participa a la révolution,
ou il échappa de peu a la guillotine. Il participa a l'expédition de Napoléon en
Egypte en 1798. Il est surtout connu pour ses séries. Il étudia la propagation de
la chaleur qui permettra de modéliser I’évolution de la température au travers de
séries trigonométriques.

Fubini (Ghirin Guido) 1879-1943 : mathématicien né a Venise, il s’émigra aux états-
unis. Il est connu pour le théoréme qui porte sur I'intégration des fonctions dans des
espaces a plusieurs dimensions. Il s’intéressa aussi aux équations d’intégrales, et a
la théorie des groupes.

Guelfand (Israél Moisseievitch) 1913- : mathématicien russe, il s’est principalement
intéressé a la théorie des algébres normées, aux ensembles munis d’une structure
d’espace vectoriel sur le corps des nombres complexes, ainsi qu’aux fonctions géné-
ralisées.

Heaviside (Oliver) 1850-1925 : physicien autodidacte anglais, il développa une mé-
thode pour résoudre des équations différentielles en les transformant en des équa-
tions algébriques ordinaires, ot il utilise avec peu de rigueur la dérivation. Il est trés
connu pour sa fonction d’étape, qu’il développa pour I’étude de la propagation des
courants électriques dans les conducteurs.

Hoélder (Otto Ludwig) 1859-1937 : mathématicien allemand, il travailla sur la conver-
gence des séries de Fourier et découvrit en 1884 l'inégalité qui porte son nom. Il
s’'intéressa aussi a la théorie des groupes et a la théorie de Galois.

Jordan (Marie Ennemond Camille) 1838-1922 : mathématicien francais, il fut éléve
a l’école polytechnique ou il enseigna ensuite. Il eut Lebesgue comme éléve. La
deuxiéme partie de sa thése porte sur des périodes des fonctions inverses des inté-
grales des différentielles algébriques. Il fut particuliérement intéressé par la théorie
des groupes finis, mais il est surtout connu pour ses travaux en analyse et topologie.
Laplace (Pierre Simon) 1749-1827 : astronome, mathématicien et physicien francais,
fils de cultivateur, il proposa en 1812 la transformation qui porte son nom dans son
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ouvrage “Théorie analytique des probabilités”, qui permet entre autre de caractériser
les lois de probabilité. Il participa également au développement de la mécanique
céleste. Il enseigna a I’école normale supérieur ou il eut Fourier comme éléve.

- Leibniz (Gottfried Wilhelm von) 1646-1716 : également orthographié Leibnitz, phi-
losophe, scientifique, mathématicien allemand, il a notamment congu le projet d’une
encyclopédie. Il est connu pour sa “raison suffisante” qui a guidé ses recherches. Il
s’agit d’'un principe fondé sur I'existence d’une raison a toute chose.

- Lebesgue (Henri Léon) 1875-1941 : mathématicien frangais, éléve de 1’école normale
supérieur, il enseigna & Rennes, a la Sorbonne, puis au collége de France. Sa thése
porte sur une théorie des fonctions mesurables qui est fondée sur la théorie de la
mesure de Borel. A partir de ces travaux, il développa la théorie de I'intégration qui
répond aux besoins des physiciens. En effet, elle permet de rechercher et de prouver
Iexistence de primitives pour des fonctions “irréguliéres” et recouvre entre autre
I'intégrale de Riemann.

- Levi (Beppo) (1875-1961) : mathématicien italien, professeur a I'université de Génes
il s’exila en 1938 en Argentine poussé par les lois antisémites du fascisme mussolinien.
Il s’intéressa surtout a la géométrie algébrique, mais aussi a ’analyse fonctionnelle,
la théorie des nombres, la logique et la didactique.

- Minkowski (Hermann) 1864-1909 : mathématicien allemand, il proposa une repré-
sentation de ’espace temps a quatre dimensions qui fournit une interprétation géo-
métrique de la relativité restreinte de A. Einstein qui fut son éléve.

- Newton (Isaac) 1643-1727 : physicien, mathématicien et astronome anglais, il est
surtout a l'origine de la mécanique classique dont les trois lois de Newton consti-
tuent le fondement. Il inventa en méme temps que Leibniz, le calcul différentiel ; il
s’'intéressa aux dérivées pour formaliser sa théorie de la gravitation universelle.

- Nicodym (Otton Marcin) 1887-1974 : mathématicien hongrois émigré aux états-unis,
il est connu pour ses travaux sur la théorie de la mesure et en analyse fonctionnelle.
Il travailla entre autre avec Radon, avec lequel il établit un théoréme important sur
I’existence et 'unicité d’une décomposition d’'une mesure positive finie.

- Radon (Johann) 1887-1956 : mathématicien tchéque, il appliqua le calcul des va-
riations & la géométrie différentielle qui le conduit a la théorie des nombres. 11 est
surtout connu pour sa contribution a la théorie de la mesure et de l'intégration de
Lebesgue et Stieltjes.

- Riemann (Bernhard) 1826-1866 : mathématicien allemand, professeur a l'université
de Gotingen, il est a l'origine de travaux fondamentaux sur le calcul intégral, sur
les fonctions de variables complexes. Il développa une théorie plus générale de l'in-
tégration. Il est aussi 'un des premiers a étudier des géométries non-euclidiennes et
proposa les prémices de la topologie.

- Riesz (Frédeéric ou Frigyes) 1880-1956 : médecin et mathématicien hongrois, il est a
lorigine de 'analyse fonctionnelle et de la théorie des opérateurs. Il établit le lien
entre les travaux de Lebesgue et les équations d’intégrables. En 1909, il démontre
que toute forme linéaire continue sur I’ensemble des foncions continues sur un inter-
valle compact est une intégrale de Stieljes. Il marque par ses travaux sur la théorie
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ergodique, les séries orthonormales et la topologie.

Stieljes (Thomas Jan) 1856-1894 : mathématicien hollandais immigré en France,
il est avant tout connu pour sa généralisation de l'intégrale de Riemman, mais il
contribua également a la théorie des espaces de Hilbert, aux équations différen-
tielles partielles, aux fonctions elliptiques, aux séries divergentes et aux fonctions
discontinues.

Schwartz (Laurent) 1915-2002 : mathématicien francais, éléve de I’école normale
supérieur, il enseigna a ’école polytechnique. Il obtient la médaille Field en 1950
pour ses travaux sur la théorie des distributions, dont il est a 1’origine.
Tchebychev (Pafnouti Lvovitch) 1821-1894 : mathématicien russe, son nom est aussi
écrit Chebyshov, Chebyshev, ou Tschebyscheff. Il est connu pour ses travaux dans le
domaine de la probabilité et des statistiques, en particulier I'inégalité de Tchebychev
qui permet de majorer des probabilités (grossiérement) et de démontrer le théoréme
de la loi forte des grands nombres.
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Rappel de définitions

- Borné (ensemble) : un ensemble est borné, si il est contenu dans une boule ouverte.

- Boule : I'ensemble B(z,t) = {y : d(x,y) < r} est la boule ouverte de centre x et de
rayon r.

- Convergence simple : Une suite de fonctions f,, (n € IN) converge simplement vers f
sur I,siVn € I,Ve > 0, 3N, , € IN tel que pour tout n > N, alors | f,,(z)—f(z)| < e.

- Convergence uniforme : Une suite de fonctions f,, (n € IN) converge uniformément
vers f sur I, si Ve > 0, AN, > 0 tel que pour tout n > N, alors Vn € I, |f,.(z) —

f(z)| < €, ou de maniére équivalente sup |f,(z) — f(x)| < e.
zel
- Compact : les ensembles fermés et bornés sont dits compacts.

- Fermé : un ensemble est dit fermé si son complémentaire est ouvert.

- Ouvert : U est un ouvert si Vo € U, 3r > 0 et B(x,r) C U, i.e. un ouvert contient
toujours une boule ouverte centrée en n’importe de ses points. Une réunion quel-
conque d’ouverts est un ouvert. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert. Par
exemple, () et IR sont des ouverts.

- Partition : aussi appelée subdivision si A = U;c;A; et si les ensembles A; sont
différents de 'ensemble vide et disjoints deux a deux, la famille (A;);c; est une
partition de A.

- Topologie : étude des propriétés géométriques et description de classes d’ensembles
de points.

- Voisinage : un voisinage d’un point x est une boule ouverte de centre x.



72

GLOSSAIRE



Bibliographie

[BGC94a] P. BENOIST-GUEUTAL et M. COURBAGE : Mathématiques pour la physique -
Tome 1 - Intégrale de Lebesque, Fonctions analytiques, Espaces normés. Ey-
rolles, Paris, Janvier 1994.

[BGCY4b] P. BENOIST-GUEUTAL et M. COURBAGE : Mathématiques pour la physique -
Tome 2 - Séries de Fourier, Transformations de Fourier et de Laplace, Distri-
butions. Eyrolles, Paris, Janvier 1994.

[Fer84| J.P. FERRIER : Mathématiques pour la licence. Masson, Paris, Juillet 1984.

[God03] R. GODEMENT : Analyse mathématique IV - Intégration et théorie spectrale,
analyse harmonique, le jardin des délices modulaires. Springer, 2003.

[Gra88]  A. GRAMAIN : Intégration. Hermann, Paris, 1988.

[Mal82]  P. MALLIAVIN : Intégration et probabilités analyse de Fourier et analyse spec-
trale. Masson, Paris, Février 1982.

[Pet95] R. PETIT : L’outil mathématique - Distributions, convolution, Transforma-
tions de Fourier et de Laplace, Fonctions d’une variable complexe, Fonctions
eulériennes. Masson, Paris, Juin 1995.

[Rei95] H. REINHARD : Eléments de mathématiques du signal - tome 1 - Signauzs
déterministes. Dunod, Paris, Aot 1995.

73



Index

o-additivité, 15 de Schwartz, 52, 56
algébre, 6 mesurable, 12, 63
o-algebre, 11 mesuré, 15
application mesurable, 20 produit, 39

bande de convergence, 54 Fatou, 25, 68
Bienaymé, 35, 67 fermé, 59, 71

Borel, 1, 12, 36, 67 o-finitude, 15

borné, 59, 71 Fischer, 34, 68

boule, 71 fonction

borélienne, 64

Cantelli, 36, 67 caractéristique, 13

Cauchy, 1, 67 de répartition, 19
classe, 11 en escalier, 13, 21, 59, 64
compact, 71 étagée, 21, 64
convergence indicatrice, 13, 64

au sens de presque partout, 34 intégrable, 26, 64

dominée, 64 longueur, 19

en mesure, 34 mesurable, 12-15, 63
en moyenne au sens L, 34 forme canonique, 21

simple, 65, 71 Fourier, 1, 47, 48, 68

uniforme, 65, 71 Fubini, 39, 41, 65, 68
Darboux, 1, 9, 59, 67 Guelfand, 53, 68
Dirac, 17, 21, 57, 64, 67
Dirichlet, 10, 67 Heaviside, 54, 65, 68
distribution, 56 Holder, 31, 68

de Dirac, 57 . .

de Schwartz, 57 impulsion, 56

intégrable, 4
absolument, 8, 61
localement, 53

réguliére, 57
singuliere, 57

ensemble intégrale
borélien, 12 de Lebesgue, 28
mesurable, 11 de Riemann, 10, 28, 5962
négligeable, 6, 19-20, 64 de Riemann-Stieljes, 3—10
espace généralisée, 4

74



INDEX

impropre, 4, 61

inégalité
de Bienaymé-Tchebychev, 35
de convexité dénombrable, 16
de Holder, 31
de Minkowski, 32

Jordan, 1, 68

Laplace, 53, 65, 68

Lebesgue, 1, 10, 22, 23, 49, 69
Leibniz, 1, 69

lemme de Fatou, 25

Levi, 24, 69

mesure
bornée, 17
borélienne, 18-19
de Dirac, 17, 64
de dénombrement, 17
de Lebesgue, 19
image, 18
localement finie, 18
positive, 15-20, 63
produit, 40-42
Minkowski, 32, 69

Newton, 1, 69
Nicodym, 23, 69

ouvert, 71

partition, 3, 71

pavés mesurables, 39

presque partout, 20, 64
probabilité, 17, 19, 63
produit de convolution, 51, 55

Radon, 23, 69
raffinement, 3

Riemann, 3, 10, 49, 59, 69
Riesz, 34, 69

Schwartz, 52, 56, 70
section, 39
semi-convergente, 30, 62

7

Stieljes, 1, 3, 19, 70
subdivision, 71
support, 54

série de Fourier, 47-48

Tchebychev, 35, 70
théoréme
de Fischer et Riesz, 34
de Fubini, 41, 65
de la convergence dominée de Lebesgue,
27, 64
de la convergence monotone, 24
de Radon-Nicodym, 23
de Riemann-Lebesgue, 49
topologie, 71
transformée
de Fourier, 48-53
de Fourier inverse, 48
de Laplace, 53-56, 65
bilatérale, 53
unilatérale, 54, 65
translatée, 49, 54, 58
tribu, 11-12, 63
des boréliens, 12
engendrée, 11, 12

voisinage, 71



